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Glava 1

Funkcionalni formalizam u kvantnoj
mehanici

Tradicionalni nacin da se klasi¢ni sistemi kvantuju je da klasi¢ne veli¢ine, po principu korespon-
dencije, zamenimo operatorima. Ovi operatori su definisani na Hilbertovom prostoru, koga ¢ine
fizicka stanja sistema. Ovakvo kvantovanje je poznato kao kanonsko odnosno operatorsko kvan-
tovanje. Medjutim, pored njega postoji jos jedan prilaz kvantizaciji zasnovan na funkcionalnom
formalizmu, odnosno integraciji po trajektorijama. Tvorci ovog formalizma su Fajnman i Dirak.
Ova glava je posvec¢ena funkcionalnom kvantovanju kvantno mehanickih sistema.

1.1 Generisuéi funkcional

Neka je L = L(q,q,t) lagranzijan, a H = H(q,p,t) hamiltonijan klasi¢nog sistema sa jednim
stepenom slobode. U kvantnoj teoriji kanonske promenljive ¢ i p postaju operatori koordinate
Q, odnosno impulsa P. Oni zadovoljavaju komutacionu relaciju

[Q, P| = ih. (1.1.1)
Svojstvene jednacine ovih operatora su

Qlg) = dlg),  Plp) = plp), (1.1.2)

gde su |¢) odnosno |p) svojstveni vektori operatora koordinate odnosno impulsa. Oni zadovol-
javaju relacije kompletnosti:

/ dlg) (gl = 1, / dplp)ipl =1, (11.3)

1 normirani su prema

(ald") = (g~ ), (pl') =d(p—1). (1.1.4)
Evolucija sistema odredjena je Sredingerovom jednacinom
e
= 1.1.
or = Hv (1.1.5)
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gde je H hamiltonijan, a @ talasna funkcija sistema. Ukoliko je u trenutku tq vektor stanja
|1)(t)) onda je u trenutku ¢ stanje sistema dato sa

[p(t)) = U(t, to)|(to)) (1.1.6)

gde je ' )
Ult, ty) = Te i Jo @ HE) (1.1.7)

tzv. evolucioni operator (propagator). U daljem ¢emo pretpostaviti da hamiltonijan ne zavisi
eksplicitno od vremena, tj. da je sistem konzervativan. Tada se evolucioni operator svodi na

Ult, ty) = e nfili=to) (1.1.8)

U Hajzenbergovoj slici operator koordinate je

Qu(t) = en1 Qe it | (1.1.9)
Sredingerovim stanjima |q) odgovaraju stanja
g,y = i) (1.1.10)

u Hajzenbergovoj slici. Ona su svojstveni vektori operatora koordinate u Hajzenbergovoj slici
QH(t)I
Qu(t)la.t) = dlg.t) - (1.1.11)

Hajzenbergova stanja |q, t) g zadovoljavaju relacije kompletnosti:
[ dalactytat = [ daei™g)glei 1. (1.1.12)

i ortonormiranosti:
(0,110, 1) = {ale”""e™|¢) = (ald') = 3(a — 0. (1.1.13)
Amplituda verovatnoce da cestica iz polozja ¢; u trenutku ¢; predje u polozaj gy u trenutku ¢; je
{gple it~ g;) (1.1.14)

Sto je matricni element evolucionog operatora. Mozemo ga prepisati i u Hajzenbergovoj slici

0 gy = (g, tplas i) (1.1.15)

(qrle™n

Talasna funkcija u trenutku ¢ je

V(g t) = (ql(t)s = (g t|)u
dq'(q|U (t,t0)1q')(q' |1 (t0))

dq'(q,t|q', to) (', to|Y)

dq'(q,tlq', to)¥(d to) - (1.1.16)

Il
—— —
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Podintegralni izraz je proizvod evolucionog operatora i talasne funkcije u pocetnom trenutku.
Da bismo odredili (gy,tf|q;, t;) podelicemo interval ¢; —¢; na n + 1 intervala takvih da je

q
' (g5, tf)
a5}
G}
Q2|
Z?' 5t 6t
0 ti 1ty toitaty t

Slika 1.1: The splitting of time interval and the corresponding path

Uvedimo n relacija kompletnosti 1 = [ dgg|qx, tx){(gr, tx| v izraz za amplitudu prelaza

<qf7tf\qz-,ti)=/ dqy . .. dgn{qs, tf|Gn, tn){Gn, tn|qn-1, tn-1) . . . (@1, t1|qi, ts). (1.1.18)

—00

Da bismo nasli izraz za amplitudu prelaza potrebno je da odredimo amplitude

(j1s tial s ty) = (g le 7% g;) (1.1.19)

za malo At. Razvojem eksponeta u red imamo

i .
(01 ti41la5, 65) = 8(gja1 = 43) = 7 DHgzl Hlgy) + O((A1)°) (1.1.20)

Neka Hamiltonijan ima jednostavan oblik
. P2
H=—+V(Q). 1.1.21
V(@) (11.21)

Lako se vidi da je

(@l Play) = / dp; (s P ;) (0yay)

—00

= / dp;p3(gj|p) (pjla;)- (1.1.22)

—00

Kako je

o hP

{alp) = : (1.1.23)

\V2rh
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to dobijamo

A 1 > i (G —as
(@541 P?la;) = %/ dp;pler?s G+ =a), (1.1.24)
Matricni element potencijala je
o ¢ qj+1 1 qj _ dp; i (aii—a:
(@0 V(@)lg) =V (F5—)0(g0 — 0) = V(@) / g e (1.1.25)

gde je g; = (¢j+1 + ¢q;j)/2 . Izabrali smo da umesto g; ili ¢;+; u argumentu klasi¢nog potencijala
pisemo njihovu srednju vrednost sto odgovara simetri¢cnom uredjenju operatora. Dakle

i g = dp; / ;
(Gip1le #H0g) = / Pj o ips(a541—5) (1 _ ﬁAt(p_J + V(7)) + O((At)2)>

o 2Th h 2m
2
— /%eém(%ﬂ%)eéAt(ﬁfrﬁV(%))
2mh
= dpy il 212 vie)
— A AV o V(%)) (1.1.26)
—oo 2Th

Kako je klasicni Hamiltonijan dat sa

p

H(pj, 4;) = om © V() , (1.1.27)
to (1.1.26) postaje
Iy o d ) o ) o
(gale” 7 g;) = / i i (vs(asr=0)-Hlws)50) (1.1.28)
—oo 2Th
Klasi¢ni hamiltonijan ne mora biti oblika
2
p
H=—+V
o T V(@)

ve¢ moze biti komplikovanija funkcija koordinate i impulsa, npr.

H=> cung™p" (1.1.29)

gde su ¢, koeficijenti. Kvantno mehanicki analogon gornjeg hamiltonijana nije jednoznacno
odredjen. Moramo definisati uredjenje operatora P i @, jer npr. QPQ # PQQ . Mi ¢emo
koristiti Weyl-ovo (simetri¢no) uredjenje definisano sa

Q) - [

U ovom slucaju rezultat (1.1.28) ostaje nepromenjen. Ovo uredjenje se naziva simetri¢nim jer
postoji sledeca koresondencija klasi¢nih izraza sa oeratorskim

Lop 1 pg)

@ —
(Q°P+2QPQ + PQ*) . (1.1.31)

d_x ﬁ ol P+ikQ

/dpdqe_ixp_iqu(p, q) (1.1.30)
2m 2w

2
1
2

% i
¢p 1
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Iz (1.1.18) i (1.1.28) sledi da je ampiltuda prelaza data sa

(ags tylais ti) /quz/Hdp] o hnﬂei R L)) (1.1.32)

Ako uzmemo limes n — oo i At — 0, ali tako da je njihov proizvod nAt konacan, (2n +
1)—struki integral postace integral po trajektorijama (path integral ili funkcionalni integral).
Mera integracije je proizvod DgDp, gde je

1T} dp;
nll_)IIQlQquZ Dq, hm W = Dp. (1.1.33)
U ovom limesu imamo jo§ i
lim "G _ o iy Zm 7t (1.1.34)
At—0 At & At—0 ) ’
pa je
alty)=
(g7, sl ts) :/ Dq/Dp ek ] dtpi-Hpa) (1.1.35)
q(ti)=q;

Naglasimo jos jednom da fazna trajektorija zadovoljava grani¢ni uslov

q(t:) = @, alty) = aqy, (1.1.36)

dok vrednosti impulsa u poc¢etnom i krajnjem trenutku nisu odredjeni. Rezultat (1.1.35) je fazni
integral po trajektorijama. Amplituda verovatnoce se dobija integracijom po svim trajektorijama

u faznom prostoru uz dati graniéni uslov. Tezinski faktor za trajektoriju je faza e’S#/" gde je
Sy dejstvo u Hamitonovoj formi.
U slucaju kada je Hamiltonijan dat sa
A A2 A A
H=—+V
— +V(Q)
mozemo u izrazu u (1.1.35) integraliti po impulsima. Podjimo od izraza
dpo P dp 4 n At( q]+1 q] pJ2 _V(—. )
trlgnt) = [ dgr...dg, | ==t 2i=o AP AT e V(@) 1.1.37
(a5, tslai, ti) / ¢ -..dg / @rhy ( )

i primenimo Gausov integral

“+o0o 2
/ due "+ — \/Eefa , (1.1.38)
oo a

koji je definisan za Re o > 0. U nasSem slucaju parametar « je imaginaran pa ¢emo /At zameniti
sa
(1 —i5)At (1.1.39)
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gde je 6 mali pozitivan broj. Tako dobijamo da su integracije po impulsima Gausove

0 iAt(1—i i ) omhmr _ majy1-9;)>
/ dpje” o CTR R ?A:e Lz (1.1.40)
Amplituda prelaza je onda
ntl ixn m (Gp1—a))?
(qr,trlgi ti) = (2 ;jm) ’ /dql...dqnehZFOAt(? V@) (1.1.41)
mwhi

U limesu n — oo i At — 0 ali tako da je njihov proizvod konacan uz oznaku

n+1
2

m
N = (27%&) oo, (1.1.42)
dobijamo
(ar: trlgi i) = N/qu%ftf #(3-vw), (1.1.43)

U eksponentu podintegralne funkcije figurise klasiéno dejstvo

tr
s= [ dtLig.d).
t

i

Dobijeni funkcionalini integraj je tzv. konfiguracioni path integral

(qr:tslai ti) = N/quis[‘ﬂ : (1.1.44)

jer integralimo po trajektorijama u prostoru koordinata. Path integral je suma svih mogucih
trajektorija (uz odgovatajuéi graniéni uslov) otezinjena sa faznim faktorom e#®l4. U klasicnoj
mehanici Cestica se kre¢e po jednoj, tzv. klasi¢noj trajektoriji, dok u kvantnoj mehanici su
moguce sve trajektorije. U limesu A < S najveé¢i doprinos amplitudi prelaza daje klasi¢na
trajektorija. To je klasican limes.

1.2 Vacuum-Vacuum transition amplitude

Iz odredjenih tehnickih razloga uveséemo dopunsku interakciju koordinate sa pomoénim poljem
J(t). Velicina J(t) se naziva izvorom. Pretpostavi¢emo da je ona oblika kao na slici, tj. da
je izvor nenulti u oblasti - < t < t,.. Amplituda prelaza da Cestica iz poCetnog polozaja ¢; u
trenututku ¢; prede u polozaj g u trenutku ¢y, prisustvu izvora je

it .
(a5, tflgiti)s = / Dq / Dp eh i A@iHpa+I0) (1.2.45)

Vidimo da je hamiltonijan H "presao’ u H — Jq . Zadnji ¢lan je kapling izvora sa koordinatom.
Primenom 1 = [dg_|q_,t-)(q—,t_| 1 1= [dgi|qs,t+){qs,t+| dobijamo

(a7, trlaiti)s = /dq_qur(leatf|CJ+at+>(61+at+|Q—=t—>J<Q—,t—|CIz‘atz‘> (1.2.46)
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q
(gr.ty)
af|
qi |
(qi7 ti)
0 t; tp ot
Slika 1.2: The integration over all possible paths
J(t

—oti =0 tyt; +oo t

Slika 1.3: The source current: t; < t_ <ty <ty limy 1 J(t) =0

Svojsvtvena jednacina Hamiltonijana je
H|n) = E,|n) (1.2.47)

dok su
Un(q) = (qln) (1.2.48)

svojstvena stanja u koordinatnoj reprezentaciji. Ubacivanjem kompletnog skupa energetskih
stanja imamo

(ar trlas,ty) :Z<Qf,tf|n><”|Q+,t+> = Z<Qf|€_%mf|n><n eillt|q,)
=Y e T (g (g4) (1.2.49)
i slicno _
(g t_|gits) =D n(g)er™ Ty (g;). (1.2.50)

Zelimo da inicijalno i finalno stanje budu osnovna stanja u t; — —oo odnosno ¢ 5 — 00. lzrazi
(1.2.49) i (1.2.50) u ovim limesima nisu dobro definisani. Opet nam nedostaje mali imaginarni
deo u eksonentima u ovim izrazima. Mozemo Hamiltonijan zameniti sa H' = H(1 —d) ili uzeti
limes

R _i8) = —age—id
{t2—> 0o(1 — i) = —ooe™™, (1.2.51)

ty — oo(l —id) = ooe™™.
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Slika 1.4: The rotation of time axis by an angle § in the complex plane

U zadnjoj formuli je 0 < ¢ < § . Gornji limesi odgovaraju smeni ¢ — te™™, §to je integracija
po osi dobijenoj rotiracijom ose Ret za ugao ¢ kao na slici. U ovim limesima najsporije opada
doprinos osnovnog stanja pa dobijamo

(ar.trlawte) = Hm  mFRo(g (g L), (12:52)
f oxoe
(gort-lgit) =  limenPola (g (g-, to). (1.2.53)

t;——oce~ %0

Veli¢ina

: (g7 trlgi,ti)s /
lim - = [ dqrdg_i(qe, to){qe, ty|g_,t-) jo(q_,t_ 1.2.54
” e—iﬁs ¢0(Qf,tf)¢o(%,ti) + 0( + +)< + +’ >J 0( ) ( )

ti——ooe 0
je amplituda verovatnoce da sistem u osnovnom stanju u trenutku ¢_ ostane u osnovnom stanju
u trenutku ¢,. Ako uzmem da perturbacija deluje sve vreme t_ — —oo, t; — oo dobijamo
amplitudu verovatnoce da sistem ostane u osnovnom stanju u prisustvu izvora

_ <qfatf’q“ z>
A= 00 = s G tvolant) (1.255)

t;——ooe™ 0

Dakle
200 = N / Dq / Dp ot [ -1y 7). (1.2.56)
Normalizacija je odredjena zahtevom Z[0] = 1, pa je
/Dq/Dp eh J2 dUpi—HP.0)), (1.2.57)
Dakle

f Dq f Dp of J*2 dt(pg—H (p,q)+Jq)
J‘ Dq f Dp e% J12° dt(pi—H (p,q))

Gornja amplituda ne zavisi od izbora granic¢nih uslova

lim ¢(t) = ¢, t}i_r)noo q(t) = qy. (1.2.59)

ti—»—00

Z[J] = (1.2.58)
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Ako je H = % + V(q) onda je
Z[J) = N’ / Der I° L@ +Ta) (1.2.60)

gde je N’ normalizacioni faktor.
Generalno govoredi funkcionalni (path) integral nije dobro definisan. Veli¢ina

5= [ aGmi - Vi)

je realna pa je podintegralna funkcija u path integralu oscilatorna. Da bismo dobili dobro
definisan integral mozemo uvesti euklidsko vreme! 7 = it . Prelazak na euklidsko vreme se
naziva Vikovom rotacijom. Analiticko produzenje na imaginarno vreme zasnovano na ¢injenici
da u oblasti integracije sa slike 1.5 nema singulariteta pa je za T" — oo

/ dtf(t) + /z d(iy) f(iy) =0 (1.2.61)

-T —iT
odnosno
T iT
[ = = [ aGsi)
-7 —iT
T
— / d(7) f(—ir) | (1.2.62)
-7
gde smo uveli smenu y = —7.
Dakle, potrebno je da napravimo zamenu ¢ = —i7 u dejstvu i da integralimo od —oo do oo
po euklidskom vremenu 7. Lako se dobija

§? = —(%)2 S = — /:f dr [%m(%f + V(q)} — 5 (1.2.63)

pa je euklidski path integral

Zg[J] = Ng / Dget 2 dr(Llaigh+7a) (1.2.64)

Drugi, ekvivalentni pristup je da pomnozimo Hamiltonijan sa 1 — 9. Na taj nacin dobijamo
Z[J] — /Dquez ffooo dt(pg—(1—i0)H+Jq) .

U slucaji harmonijskog oscilatora, hamiltonijana

2
H =

P
2 2

U ovom slucaju § = 3.
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s 1y
iT
o
-T j X
-iT

Slika 1.5:

mnozenje sa 1 — 70 je ekvivalentno sa smenom
w? = W (1 —i6) =w?* — i
u faznom funkcionalnom integralu. Mogli smo i da dodamo ¢lan —idg?/2, (§ — 0) u hamiltonijan.

Analogno, dodavanjem idg®/2 u lagranzijan daje konvergenciju konfiguracionog funkcionalnog
integrala

Z[J]=N / Dy / et /2 dUL(ad)HTa+5007) (1.2.65)

Sve bi ovo dovelo do konvergentnog integrala. Path intregral se onda definise na ovaj nacin.
Generalizacija na sisteme sa vise stepeni slobode je pravolinijska. Neka je H = H(q;, p',t)

hamiltonijan sistema sa n stepeni slobode. Generalisane koordinate su ¢; = ¢, . .., ¢,, a impulsi
p' = p',...,p" Generalizacijom izraza (1.1.35) dobijamo amplitudu prelaza
alty)=q

S i Y i T (g i
(qif, - Guptylan, - qnis ti) :/ Dq/Dp e Jo W@ a—H@p) (1.2.66)
q(ti)=a
U pocetnom trenutku sistem se nalazi u tacki ¢i;, . . . gni, @ u finalnom u ¢4, . .. gn¢. Generalisani
impulsi su proizvoljni. Ampiltuda prelaza iz osnovnog stanja u osnovno stanje u prisustvu izvora
data je sa

fDQIDp @% f:;f dt(pigi—H (p,q)+Jiq:)
- [ Dq [ Dp ot J2Z di(pidi—H(p.a))

Z[J] (1.2.67)

Mera integracije je

Dq = Hin, Dp = HDpi . (1.2.68)

1.3 Green functions

Nadjimo matri¢ni element dva operatora koordinate

(a7, t7|Qu(ty) Qu (ta)lgi, ti)



1.3. GREEN FUNCTIONS

17
za ty > t,.

Delec¢i interval t; — ¢; kao u prvoj sekciji i primenjujudi relacije kompletnosti imamo

(a7, t11Qu () Qr (ta)|gi, t:) :/dQI"'dQn<Qf7tf|Qnatn><Qn7t | @b, totn)

X <Qb+17tb+1’QH(tb)|Qb7tb><Qb>tb|

N Gat1, tas1) (Gata, taJrl‘QH(ta)'(Ja? ta) - (@1, t1lqi, ti)
/dQI---dQnQan<Qfatf|Qnutn>-~-<QIat1|Qza )

/Dq/qu th)q ehft dt(pi—H (p,q))

(1.3.69)
Vremensko uredjenje dva operatora je definisano sa

T(Qu(t)Qu(ts)) = {@H( )%H(ta), ty > to

Qu(t)Qu(ty), ta>1t (1.3.70)
Onda je

(ar, te | T(Qul(t ) .

- Qu(t))lai, ts)
/ Dy / wp q(t) .. qlt,)eh b B (1.3.71)

Vakumska ocekivana vredenost vremenskog urednja operatora koordinate se dobija uzimanjem
limesa t; — —ooe™® and t; — ooe™™.
odnosno buduénosti pa je

Ovi limesi izdvajaju osnovna stanja u dalekoj proslosti

(QUT(Qu(tr) - Qu(tn))|2)

i JDafDpalty). .. g(t,)eh Ju AHpi-Hp.a)
1m
tf—>ooe*i5

i5 [ Dq [ Dp o fttif dt(pi—H (p,q))
ti——ooe™"

_ <h>n s [D[Dp e%f?ooo dt(pq—H (p.q)+Jq)
i/ 6J(t).. [Dq [Dp et oo dtpa—H(p.0) |=0
_ (7_i>n " Z[J]
i/ 0J(ty)...0J(t,)

J=0

(1.3.72)

Ova vakuumska ocekivana vrednost je n tackasta Grinova funkcija (korelator)
A A hy\m 0" Z[J]

Mty ) = (QIT L Qu(ta)|) = (= . 1.3.73

GOt ) = (QUT(Qu () - Qu(ta))|2) = () ST T 13T
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Glava 2

Funkcionalni izvod 1 integral

Funkcija vise promenljivih g = g(x1,...,2,) je preslikavanje iz R" u R. Funkcional F[f(z)]
preslikava funkcije u brojeve F': f(x) — R. Diferencijal funkcije g = g(z1,...,x,) je

dg = —=dux; 2.0.1
Zelimo da definisemo funkcionalni izvod. Ako diskretne nezavisno promenljive 1, . . . , z, prelaze
u kontinualnu promenljivu z, a > — [ to (2.0.1) prelazi u

OF[f ()]
SF[f(x)] = /dy—f5f(y ,
(@) )
Izraz
OF[f ()]
0f(y)

je funkcionalni izvod. Dosta formalnije funkcionalni izvod se definiSe prema

OF[f(@)] _ . Flf(2) +edle—y)] = Flf(z)]

6fly) e ‘

Funkcionalni integral je generalizacija Gausovog integrala

o a 2
/ dye™2Y" = \/—W , Rea>0, (2.0.3)
o a

Gausov jednodimenzioni integral se lako generaliSe na visedimenzioni. Ako uzmemo da je Y =
(y1---yn)T p=(p1...pn)T i Ajen X n simetricna matrica onda

(2.0.2)

(27m)"2 / dyy . .. dype 2" AT = ! AT (2.0.4)

—€
[e's) V det A

U slede¢em koraku gornji izraz generalizujemo na funkcionalni integral

/ Dipe—t J dadue@A@u)elo)+f dep)e@) L L[ dsdup@ A @aols) (2.0.5)

19
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gde je sada A beskona¢no dimenziona matrica.
Uvodeéi kompleksne promenljive

z = x+y

z = z—1y, (2.0.6)
uz

dzdz = 2dzdy (2.0.7)

Gausov integral je

/dzdze zaz —2/ d:v/ dye @@ +v*) = —W : (2.0.8)

Neka je Z = (21...2,)7 1 Z = (% ...%,)7 i neka je A hermitska matrica onda

1
(2m)~"/? / dzidz;- - / dz,dz,e 7 4% = =1 (2.0.9)
Generalizacijom dobijamo sledeci funkcionalni integral
* 1
/D(quﬁ e~ J dzdys* () A(z.y)d(y) _ o (2.0.10)

odnosno

/ Do D e S dadys* @A@aew)+f datorrr o) L patedtyr @ a7 @it (2.0.11)
det A



Glava 3

Funkcionalni integral u kvantnoj teoriji

polja: skalarno polje

U ovoj glavi ¢emo kvantovati skalarno polje primenom funkcionalnog formalizma. U prvom delu
dacemo opste formule, zatim u drugom poglavlju naé¢i¢emo generisuéi funkcional za slobodno
skalarno polje. Poslednje poglavlje posveéeno je interakcionoj teoriji. Formalizam kvantovanja
preko funkcionalnog integrala ¢emo objasniti na primeru ¢* teorije.

3.1 (Generisudi funkcional i Grinove funkcije za skalarno
polje
Polja su fizicki sistemi sa beskonac¢no puno stepeni slobode. Konkretno, skalarno polje

o(z) = dx(t) (3.1.1)

ima beskonac¢no puno stepeni slobode, jer je indeks x kontinualgml.
~ Veza izmedju operatora skalarnog polja u Sredingerovoj, #(0,x) i u Hajzenbergovoj slici

(6, je A R
o(t,x) = e™p(0, x)e (3.1.2)

Po analogiji sa relacijom (1.1.11) imamo
9(t,x)[6(x), 1) = 6(x)|6(x), 1) - (3.1.3)

Amplituda za prelazak iz pocetne konfiguracije ¢/(x) u trenutku ¢; u finalnu konfiguraciju ¢”(x)
u trenutku t; je

% 'f t [ d3x(nd—H(n
(0"(x), t4]¢'(x), 1) = A(tﬁx) i DODme! i ATl HEmD) (3.1.4)
b(tix)=¢'(x)

LU teoriji polja se pod brojem stepeni slobode polja uzima broj nezavisnih realnih komponenti polja. U tom
smislu realno skalarno polje ima jedan, a kompleksno dva stepena slobode.

21
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gde je 7 generalisani impuls, a H (7, ¢) gustina hamiltonijana.
U limesu t; — —ooe ™%, ty — ooe® gornja amplituda postaje vakuum-vakuum amplituda
prelaza

ZIJ] = Q) ;=N / D¢Drel Varo-Hme)+J6) (3.1.5)

gde smo uveli i interakciju polja sa spoljnim izvorom J. Ako je podintegralna funkcija u
funkcionalnom integralu (3.1.5) kvadratna po impulsima, onda se po impulsima lako integrali.
Tako dobijamo

2] = (QIQ), = N / Depei I diaer70) (3.1.6)

gde je N normalizaciona konstanta. Nju odredjujemo iz zahteva da je Z[0] = 1.
Polje ¢ interaguje samo sa sobom, ali i sa spoljnjim izvorom J(z). Izvor je pomoéna veli¢ina.
Ukupni Hamiltonijan je zbir 'pravog’ Hamiltonijana H = Hy + Hiy 1 ¢lana [ d*zJe:

Hp = Hy + Hyy — /d“xm .

Osnovno stanje totalnog Hamiltonijana je |Q2);, a pravog Hamiltonijana (tj. kada je J = 0) je
|2) . Amplituda prelaza iz vakuuma u vakuum u prisustvu izvora je

(Q|Q); = (QTe' =) Q) | (3.1.7)

gde je qu operator polja 'prave’ teorije u Hajzenbergovoj slici, a J klasi¢na funkcija. Gornja
formula je matricni element S matrice, u kome su operator polja i vakumska stanja u inter-
akcionoj slici ukupnog hamiltonijana. Operator skalarnog polja u interakcionoj slici totalnog
Hamiltonijana je

p(x) = e g (1, x)e H 1) (3.1.8)

jer je sada Hy zamenjeno sa H = Hy + Hy,, . Vidimo da je ¢(x) polje u Hajzenbergovoj slici

modela ¢iji je hamiltonijan H.
Funkcional Z[J] je vakuum-vakuum amplituda prelaza u prisustvu izvora

Z[J) =5 (QIQ), = (T V#7910 | (3.1.9)

odnosno

43

Z[J] = ! /dxl Az (T (1) - . ()| T (1) .. T (). (3.1.10)

NE
3|®

3
Il
=)

U izrazu (3.1.10) operatori i stanja su u Hajzenbergovoj slici, dok je n— tackasta Grinova funkcija
(korelator) A X
GO (@, ) = (QUT((1) ... D)) (3.1.11)

Funkcional Z[J] mozemo razviti u funkcionalni red

> (n)
Z[J] = Z%/dxl...dxnéj( 0 'Z[J} J(z1) ... J(zy) . (3.1.12)
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Poredjenjem (3.1.12) i (3.1.10) sledi

1 sz ‘
i"6J(xy) ... 0J(x1) lu=0

[ Dép(xy). .. d(xy)et S d'at

G (xy,...,2,) =

= . : 3.1.13
ID¢€% Jd4zL ( )
Grinove funkcije su generisane sa Z[.J]. Dakle,
/it 1,
21 =%" <ﬁ) G @y, ) () T (@) (3.1.14)
n=0
Naglasimo jos jednom da je
. . Dod(xy) . .. ¢, )en S 4'7L
QT d(x1) . .. d(x,)|Q) = J Do) . 9(zn) . (3.1.15)

[ D¢ er JdiaeL
U operatorskom formalizmu za n-tackastu Grinovu funkciju dobija se (Gell-Mann-Low jednacina)

O[T 1 (1) . .. or(awn)e S 4 oH1|0)

. , 3.1.16
(O[Te 1] (3.1.16)

(QUTH(1) .. d(xn)|Q) =

gde su operatori ¢; u interakcionoj slici, H; je gustina Hamiltonijana interakcije u interakcionoj
slici, a |0) vakuum slobodne teorije.
Ako gustina Lagranzijana ima oblik

1 1
L= 50.00"0 — om*¢* = V(9) (3.1.17)
generalisani impuls je m = é, pa je
Z[J] = N/D¢€£fd4w<é8m8“¢—$m2¢2—V<¢)+J¢> , (3.1.18)

Ovaj integral nije dobro definisan jer je podintegralna funkcija oscilatorna. Postoje dva nacina
da se ovaj integral dobro definiSe, tj. da postane konvergentan. Prvi je prelazkom na euklid-
ski prostor Vikovom rotacijom. Euklidske koordinate obelezava¢emo sa crtom. Veza izmedju
euklidskih i Minkovskijevih koordinata je

z = (2°%) = (iz",x) . (3.1.19)

Elementi zapremine i kvadrati vektora koordinate u euklidskom i Minkovskijevom slucaju su
povezani prema

d*z = —id*z

2 = —fQ,
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A Imt

Y

NV 4 Re t

Im pO

Rep

Slika 3.1:

jer je T2 = (Zy)?+x2. Vikova rotacija u koordinatnom i u impulsnom prostoru vrse se na suprotne
strane. To moze da se vidi na vise nac¢ina. Nulta komponenta impulsa, tj. energija je i%, pa je

0 0
— =ili—) . 3.1.20
"ot Z<Z 87) ( )
Dakle p® = ip°, pa je euklidski impuls
p=@"p)=(-p",p) . (3.1.21)
Kvadrati impulsa su povezani prema p? = —p?. Proizvod nultih komponenti koordinate i impulsa

se ne menja pri prelasku na Euklidski prostor. Skalarni proizvod izmedju koordinate i impulsa
u ova dva prostora je

purt = pla® -
p-z = p'a°+

o}
>
I
b=l
SRS
|
T T
LI

(3.1.22)

ho]
i
I
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Kineticki ¢lan se menja prema

(0,0)* = (009)* — (9,0)* = —(0o8)* — (0:)* = —(0,9)* . (3.1.23)
Recimo na kraju da je euklidsko dejstvo, Sg dato sa
iS = z'/d4:r;£ =-Sp . (3.1.24)
Primenom gornjih pravila euklidski generisuc¢i funkcional je
ZplJ] = Ng / D(be%fd“f(*%ama%f% 22—V ()+J¢)
= Ng / Dee™ n(5e=Sd*29) (3.1.25)

U integralu u eksponentu se po euklidskom vremenu z° integrali od —oo do co. Bez gubitka
opstosti zbog stabilnosti teorije mozemo uzeti V(¢) > 0, pa je Sg > 0. Euklidske Grinove
funkcije su

. §Mzgl)]
o In) = S 6 o
Drugi nacin da se funkcionalni integral definiSe je da se gustini Lagranzijana doda imaginaran
¢lan +iep?/2 . Generisuéi funkcional je onda

(3.1.26)

Z[J] = N/queéfd4l‘(§3u¢8“¢—§(mQ—ie)¢2—V(¢)+J¢>) . (3.1.27)

Ovaj integral vise nije oscilatoran i dobro je definisan.

3.2 Slobodno skalarno polje

Generisuci funkcional slobodnog skalarnog polja je
ZolJ] =N / Doper | 12300065 (m*~i)p?+79) (3.2.28)

Dejstvo
— 5 [ dwol@) (- D= m*—i0)ole) + [ dlai@)o(o) (3229)

ukljucuje interakciju skalarnog polja sa spoljasnjim izvorom J(z). Variranjem ovod dejstva
dobijamo

Sy

O+ m® —ie)p. = J . (3.2.30)

Klasi¢no polje ¢, je resenje klasi¢ne jednacine kretanja (u prisustvu izvora). Lako se vidi da je

bulz) = - / dyAp(z —y)J(y) | (3.2.31)
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iAp(z —y)

x«—  ifJ(z)d*z

Slika 3.2: Fajnmanova pravila za slobodno skalarno polje.

ZolJ] =&

— 14+

1)(—X 1)(—)(
+1 + gt

Slika 3.3: Funkcional Z,[J] za slobodno skalarno polje.

gde je iAr(x — y) Fajnmanov propagator definisan relacijom
(Op +m? —ie)Ap(x —y) = —6W(z —y) . (3.2.32)
U funkcionalnom integralu ¢emo napraviti smenom

o(x) = de(x) + () , (3.2.33)

gde je n(z) nova promenljiva. Funkcional Z,[J] postaje
ZolJ] = N/Dneifd4x(soc+n)(;D;(mQie))(¢c+n)6ifd4x(¢e+nw

—  Neidtezeed / Dne%f d“wn(—D—(m?—ie))n

1
N
Vdet(=0O — (m? — ie))

67% [ d*zd*yJ (2) A (z—y)J (y) ) (3_2.34)

Konstantu normalizacije, N ¢emo izabrati tako da je Z,[0] = 1, pa je konacno
Zo[J] = e~ 3 ] edty @) Ar(@=u) W) (3.2.35)

Ako uvedemo Fajnmanova pravila za Fajnmanov propagator, odnosno izvor kao na slici 3.2,
generisuéi funkcional mozemo predstaviti kao na slici 3.3. U drugom redu na slici 3.3 funkcional
je razvijen u red. Dijagrami u drugom redu na slici 3.3 koji sadrze bar dva propagatora su
nepovezani, dok je dijagram u eksponentu na slici 3.3 povezan. Ovo pravilo da uzimanjem
eksponeta od povezanih dijagrama dobijamo sve dijagrame, vazi sasvim generalno i pokaza¢emo
ga kasnije.

Do istog rezultata mozemo doéi primenom (2.0.5) gde je p =iJ i

Az, y) = i(0, +m?* —ie)dW(z —y) . (3.2.36)
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Inverzni operator A~1(x,y) operatora A(z,y) definisan je preko
/d4zA(x, A (z,y) = 6W(z —y) . (3.2.37)

Prec¢i¢emo u impulsni prostor

d*pdiq
(2m)8

ol [ atadtye e ge ) ita)

/

/4 4
/dpdq~ -
/

/ dad'yg(x) Az, y)(y) = / Ad*zdyd(p)e = Az, y)d(q)e Y

o(p)A(—p, —q)o(q) - (3.2.38)

U naSem slucaju

A(=p,—q) =
= i2m)(—p? + m® —ie)dW(p+q) . (3.2.39)

Operator A u impulsnom prostoru nije diferencijalan operator. Inverzni operator A~! u impul-
snom prostoru je

— 1
A1 = i(2n)t ———— W 3.2.40
(p,q) = i(2m) PR (r+aq), ( )
jer iz (3.2.37) sledi
[ dadp.0) 7 (a0 = 205 k) (3:2.41)
Inverzni operator se u koordinatnom prostoru lako dobija Furijeovom transformacijom
1 — ) )
Afl — d4 d4 A-1 —ip-x—iq-y
(2, y) ok / pd qA~(p, q)e
= / d’p ‘ e~ (z=y)
(2m)* p? — m? + i€
1
S P | C ) (.
ZDx—i-mQ—ie (v =)
= Ap(x—y). (3.2.42)

Onda se lako ponovo dobija (3.2.35).
Uradimo isti racun u euklidkom prostoru. Generisuéi euklidski funkcional je

ZoplJ] = NE/D¢€fd4i(;5u¢5u¢+%m2¢>2]¢)

= Ng / Daez J #*2d*56(@)(-Datm?)d® @—9)o@)+[ d*27¢ (3.2.43)
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A Imp?

Slika 3.4:

Sada je
Az, 7) = (=0, + m*)oW(z — )

Inverzni operator se nalazi analogno Minkovskijevom sluc¢aju

- d4p e_lp'(y Z‘) B B
A (z,y) = o) P Ap(j—7) ; (3.2.44)

i on je dobro definisan jer podintegralna funkcija nema polove na realnoj osi p°. Takodje je
(07 +m*)Ap(y — 1) =W (5 - 7) . (3.2.45)

Euklidski propagator mozemo analiticki produziti pomoc¢u Vikove rotacije. Tako imamo

+zoo d3 —i[p?(y°—2°)+p-(y—x)]
AE — / / p ¢

+i00 d3p€ ip-(y—x)
= i) G
_ 1p2—m

e~ (y—x)

/(2%) p? —m2—|—ze
= iAp(y —2x), (3.2.46)

gde smo u drugom koraku napravili smenu p — —p , a zatim smo konturu integracije rotirali kao
na slici 3.4. Analitickim produzenjem euklidskog propagatora dobili smo propagator u prostoru
Minkovskog.

Dakle euklidsko dejstvo za slobodno skalarno polje je

Top = 62fd‘lzd“y(]( 7)Ap(T— y)J(ZI) (3247)

U prethodnim poglavljima smo generisuéi funkcional uveli na primeru jednog skalarnog polja.
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1——m 2

Slika 3.5: Dvotackasta Grinova funkcija

Generalizacija na slucaj vise skalarnih polja je prirodna. Ako sa ¢,(x), a = 1,...n obelezimo
skup polja, a sa J*(z) skup izvora onda je generisuéi funkcional

Z[J]=N / De!S@+[ dalba (3.2.48)
gde je
D¢ =[] Déa (3.2.49)
mera integracije. Ako imamo n slobodnih skalarnih polja
1
§=7 / dadya(2) Ko (2, 1)é0(y) (3.2.50)
onda je
Z[J] = e~ 2/ ety I @K @w) W) (3.2.51)

3.3 Grinove funkcije za slobodno skalarno polje

Grinove funkcije dobijamo kao odgovarajuéi funkcionlni izvod generisu¢eg funkcionala. Dvo-
tackasta Grinova funkcija je

1 62Z]J]

i_25J(x1)5J(x2) J=0

= ZAF(fﬁl - {02)

= (0]T¢(x1)p(x2)]0) . (3.3.52)

G(z) (I'l, Ig) =

Na slici 3.5 smo graficki predstavili Fajnmanov propagator iAp(z; — z3). Tro-tackasta Grinova
funkcija je

G (21,29, 23) =0, (3.3.53)
dok je cetvorotackasta
G (xy, 9, 23,24) = —(Ap(xy — 22)Ap(xs — 14)
+ AF(Ofl - xAg,)A r(z2 x}) + ép(xl — 24)Ap(x9 — 13))
= (O[T 3()d(w2) 001 TS (3) () 0)
{07 A D) 001 TS (2) () 0)
(O[T ) () 00T () d() 0}
= (0|T¢(z1)¢(z2)p(x3)(24)[0) - (3.3.54)
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1— 57 1— 3 1—4
3— 4 2— 4 2——3

Slika 3.6: Cetrvorotackasta Grinova funkcija

D1
D2

D3

Slika 3.7: n-tackasta Grinova funkcija.

Dobili smo Vikovu teoremu. Na slici 3.6 nacrtali smo ¢etvoro-tackastu Grinovu funkeiju.
Grinova n—tackasta funkcije u impulsnom prostoru G (py, . .. p,) se definiu prema

(2m) 6@ (p1 + -+ + pa) G (pr, .. pa)
= /d41:1 dipgeirrertdpe T Q) (g g (3.3.55)

0— funkcija u prethodnom izrazu odrazava homogenost prostor-vremena. n-tackasta Grinova
funkcija je prikazana na slici 3.7. Lako se nalazi
~ 1
GA(p,—p) = —7F— . 3.3.56
(Pp) = (33.50)

3.4 Interakciona teorija skalarnog polja-¢* teorija

U prethodnom poglavlju analizirali smo slobodnu teoriju realnog skalarnog polja. Sada zelimo da
razmatramo teoriju u kojoj postoji interakcija. Vakuum-vakuum amplituda prelaza u prisustvu
izvora Z[J] =; (2|2), je data funkcionalnim integralom

Z[J]=N / Do’ [ 1o (Eot Lunt10) (3.4.57)

Kako je

_ o pifdyJe _ i [dyJo
5J(x)€ ip(x)e : (3.4.58)

to je

z’fd4$£int <_2%(z)> -fd4 (Lo+JT9)
Z0] = Ne Del [ d's(Lo+T0) (34.59)



3.4. INTERAKCIONA TEORIJA SKALARNOG POLJA-¢* TEORIJA 31

odnosno

i [ d*aLing <—z%>

e ZolJ]

et (-ixits Zol])
J=0

Ova formula nam omoguc¢ava da nadjemo generisuéi funkcional preko funkcionala za slobodnu
teoriju polja.
Mi éemo ovde razmotriti ¢* teoriju u kojoj je gustina Lagranzijana data sa

A
i

ZJ] = (3.4.60)

Ling = (3.4.61)
Odredimo generisué¢i funkcional Z[.J] primenom (3.4.60). Smatra¢emo da je konstanta interak-
cije, A mala i na¢i¢emo Z perturbativno. Posebno ¢emo naéi brojilac i imenilac izraza (3.4.60).
Brojilac je

4
DN 4 1 5
—v7 d?z| = 59— 7 4 4
Brojilac e Pl f (1 6J(:t)> e~ 3 fd z1d*zo J1 A12Js

gde smo koristili skraéenice J; = J(z1), A1g = Az — x9) 1 Jo = J(x9) .
Da bismo nasli brojilac potrebni su nam slede¢i funkcionalni izvodi:

1 6 6_%fd4$1d4$2J1A12J2

* ()
T /d4I2A($ - $2)J($2)e_% Jdtzidtza 1 Ava S
16 N2 g
— —5 [dteidtaa i Ara o
* (z (5J(x)> ‘
= [([ dnabo = 2T + i) b e
I 3 4, 44
— —5 [dtx1dtaa iAo
* (z 5](90)) ‘

I

|
oL
S

K

[\
>

K

|

)
Sy
=

)
v
=

. (1 g >4e§fd4wld4x2JlA12J2
i0J(x)

= [ =307 + ([ d'rad@ - ) (@)

+6iA(0)( / A2 A(x — 1) (25))? | e~ 2 dMmrdiaa izl (3.4.63)
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(OO0

Slika 3.8: Imenilac.

- ; iAp(z —y)

—iX [d*z

— % ifJ(z)d*

Slika 3.9: Fajnmanova pravila za ?* teoriju.

Prema tome

Brojilie = [1- Z—A, / d2[3(A(0)) + 6iA(0)( / dagi Az — 22)id (22))?
+ / dYayiA(z — mg)iJ(:Eg))4]]e_%f dardies itz (3.4.64)

Prvi ¢lan proporcionalan sa konstantom interakcije je tzv. vakuumski dijagram, dok preostali
imaju izvore na krajevima. Imenilac je

A
Imenilac = 1 — 24—' d123(iA(0))? . (3.4.65)
Imenilac predstavlja vakuumski dijagram (slika 3.8). Normalizacija generisué¢eg funkcionala uk-
lanja vakuumski dijagram. Ovo pravilo vazi generalno.
Generisuci funkcional je onda

219 = [1=4 [ate(oin) [ asise - i)
+ / dyail(z — yz)u(yQ))‘l)] =3 [ dndtoa Ay (3.4.66)

Fajnmanova pravila ¢* teorije u koordinatnom prostoru su data na slici 3.9. Generisuéi funkcional,
Z[J] je graficki predstavljen na slici 3.10.

Diferenciranjem Z[.J] dobijamo Grinove funkcije (odnosno korelacione funkcije). Dvotackasta
Grinova funkcija je

1 62Z[J]
260 (21)0J (2)

B %AF(O)/d4xAF(17—xl)AF(f—@)+O(/\2)

G(Q) (l’l, xz) =

o = ZAF(.Z'l — 1'2)
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1
() 1 — %
1+ —x 2 o 4+ = 2
41 41 €

Slika 3.10: Generisuéi funkcional Z[J]

@,

x T2

x1 T2

Slika 3.11: Dvotackasta Grinova funkcija u koordinatnom prostoru.

4—tackasta Grinova funkcija je definisana sa

1 §4Z[J]
400 (21)0J (22)8J (23)0J (24) li=0

GW(zy, w9, T3, 74) = (3.4.67)
Ova funkcija je prikazana na slici 3.12.
Dvo-tackasta Grinova funkcija u impulsnom prostoru je
~ i

G (p. — S
(p, —p) PR

. 4 . .
ﬁ/dk< ! ,)2 L (3.4.68)

2 ) @2m)A\p?—m?+ie) k2 —m?+ie
Fajnmanaova pravila u impulsnom prostoru data su na slici 3.13. Dvo-tackasta Grinova funkcija
u impulsnom prostoru prikazana je na slici 3.14. Svaki dijagram ima odgovarajuci faktor
simetrije. Faktor simetrije dijagrama smo dobili racunski u ovom poglavlju. Faktor simetrije
dijagrama oznacava broj ekvivalentnih nacina da se izvrsi data kontrakcija, i mozze se tako
odrediti. Dac¢emo dva primera. Odredimo faktor simetrije za dijagrame sa slike 3.15. Prvi

dijagram se dobija iz clana prvog reda

A
4!

d*2(0Td(21)p(x2)¢" (2)[0) - (3.4.69)
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1 2 1 1 4
+ +
3 4 2 4 2
‘,/\“ “/\.‘ 7\
+f1——~ 2 LI " 4+1 3
3—— 4 2 3 2 4
1 11— 2 1— 3
1 3
+ ><
2 4

Slika 3.12: Cetvorotackasta Grinova funkcija

iAr(p) = m

P4 p3
—1iA
b1 P2

Slika 3.13: Fajnmanova pravila za ¢* teoriju u impulsnom prostoru.

_|_

N[

p p p

Slika 3.14: Dvotackasta Grinova funkcija u impulsnom prostoru.

O a

X 2 Xy

Slika 3.15: Faktor simetrije
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Z[N =1+@—+3 —~@—+1 +-
Slika 3.16: Graficki Z[J]
iW[J]:@—XJF% x_@_x+% 4.
Slika 3.17: Graficki i1 [J]

Faktor simetrije je onda

1 1
= _4.3=_. 4.
S m 3 5 (3.4.70)
Drugi dijagram se dobija iz
1/—iA\2 o
—5(57) " [ dedy(0ITo(m)é(w2)s* ()6 (1)10) (3.4.71)
Faktor simetrije za ovaj dijagram je
1\2 1
_1 — J— . . . —
S _<4!) 44-3-2=2. (3.4.72)

Na kraju ovog poglavlja, na slici 3.16 izraz (3.1.14) za generisuéi funkcional smo graficki
predstavili. Prvi ¢lan je jednak jedinici jer smo normirali funkcional. Slede¢i ¢lan je linearan po
izvoru, itd.

3.5 Povezane Grinove funkcije

Dijagrami u prva tri reda na slici 3.12 su nepovezani, dok je poslednji dijagram povezan. Sli¢no
dijagrami na slici 3.11 su povezani. Nepovezni dijagrami su sastavljeni od povezanih. Povezani
dijagrami su relevantni za odredjivanje amplituda prelaza u procesima.

Generisudi funkcional za povezane Grinove funkcije iWW|[J] je definisan sa

Z[J) = "I (3.5.73)
Dakle, funkcional Z[J] definise sve Grinove funkcije, i povezane i nepovezane, dok funkcional
W[J] samo povezane. Zbog normalizacije Z[J = 0] = 1 je W[0] = 0. Graficki generisuéi
finkcional iW[J] je prikazan na slici 3.17. Povezane Grinove funkcije obelezavamo slovom c.

Proizvoljan dijagram se sastoji od povezanih dijagrama. Neka je C} povezani dijagram koji
se n; puta pojavljuje u dijagramu D. Dijagram D je proizvod povezanih dijagrama n;. Tada je

D=1]] nil!(cl)"f : (3.5.74)



36GLAVA 3. FUNKCIONALNIINTEGRAL U KVANTNOJ TEORIJI POLJA: SKALARNO POLJE

-@-—0O

Slika 3.18:

@O - —O0—

Slika 3.19:

gde je ny! faktor simetrije dijagrama C} kao celine unutar dijagrama D. Generisué¢i funkcional
Z[J] je onda

Z~> D, (3.5.75)

{nr}
odnosno
= 1
7~ - nr 0.
11> 5@ (3.5.76)
I nr=0
Kombinujuéi prethodne izraze dobijamo
7 =ex1Cr (3.5.77)
Ovim smo pokazali formulu (3.5.73).
Povezane Grinove funkcije Gg")(:vl, ..., T,) ratunaju se prema
1 sMiW[J]
G (zy,..., 2, —
¢ (@) i"0J(xy) ... 6J(x1) lu=0
= (QTd(z1) ... p(xn)|). . (3.5.78)
Za slobodno skalarno polje generisué¢i funkcional povezanih Grinovih funkcija je
iWolJ] = —% / dadiyJ(2) Ap(z — ) (y) | (3.5.79)
pa je
GgQ)(l’l, l‘g) == ZAF(JZI — l’g) (3580)

dok su ostale povezane Grinove funkcije jednake nuli.

Puna jedno-tackasta Grinova funkcija se poklapa sa odgovaraju¢om povezanom funkcijom.
Ova funkcija predstavlja vakuumsku oc¢ekivanu vrednost polja i naziva se ”punoglavcem” (en-
gleski: tadpole). Prikazali smo je na slici 3.18. Povezane dijagrame oznacavamo sa indeksom
¢, dok su pune Grinove funkcije srafirane. Dvo-tackasta puna Grinova funkcija je data na slici
3.19. Veza izmedu povezanih tro-tackastih Grinovih funkcija je data na slici 3.20.

Na slici 3.21 smo predstavili generisuéi funkcional Z[J] preko povezanih Grinovih funkcija,
u saglasnosti sa relacijom (3.5.73).
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ot
SRl

' @/@ +®@@

Slika 3.20:

Z1J) = 1+ (c)— +§(x—@—x @x_@)

T

Slika 3.21: Funkcional Z[.J] preko povezanih Grinovih funkcija.

+

=

37
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(o] =@ = @+8 b

Slika 3.22:

Recimo na kraju da smo funkcionale Z[J] i ¢W[.J] normirali tako da je Z[0] = 1, tj. iW[0] = 0.
To smo uradili rukom. Vakuumska energija (€2|Q2) u slobodnoj teoriji polja jednaka je jedinici.
Medjutim u interakcionoj teoriji ona je faza €. Nasim izborom normalizacije mi smo "uklonili”
fazu. Na slici 3.22 prikazali smo vakuumske dijagrame u teoriji koja sadzi ¢® i ¢* interakciju.
Da smo generisuéi funkcional Z[J] definisali bez normalizacionog faktora N, tj.

Z[J) = / Dgei /da(E+70) (3.5.81)

tada bi fincional Z[J]/Z[0] generisao Grinove funkcije.



Glava 4

Efektivno dejstvo i verteksne funkcije

U ovom poglavlju uveé¢emo jos jedan funkcional, efektivno dejstvo, koje generiSe jednocesti¢ne
ireducibilne (1PI) dijagrame. Zatim ¢emo izloziti metod pozadinskog polja, i u poslednjem

poglavlju na¢i¢emo vezu izmedju povezanih i 1PI dijagrama.

4.1 Efektivno dejstvo

Klasi¢no (ili srednje) polje definisemo sa

Dalje je
11 6z[J]
@) = 75w
j‘ D¢¢eifd4x(£+J¢)

f D(beifd4r(£+‘]¢)

(Q1()[2).s
Q)

(4.1.1)

(4.1.2)

Dakle, klasicno polje je vakuumska ocekivana vrednost operatora polja ngS u prisustvu izvora i

ono je istovremeno i polje i funkcional

Pec = @c(x’ J(Z’)] :

(4.1.3)

Ova relacija se moze invertovati, tj. mozemo struju da izrazimo preko klasi¢nog polja J = J(¢.).

Efektivno dejstvo je Lezandrova transformacija funkcionala povezanih Grinovih funkcija

Plpd = W[J] - / a1 () pul) |

39

(4.1.4)
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Slika 4.1: 1PI dijagrami.

gde je J izrazeno preko klasicnog polja. Drugim rec¢ima oT'[p.]/0J = 0 , tj. efektivno dejstvo
zavisi od klasicnog polja. Lako se vidi da je

ied _ W) _ [ g, 5200
doe(y) dpe(y)
WL [ 87(x) SWL]
R0 / d
- —J(y). (4.1.5)

Nadjimo efektivno dejstvo za slobodnu teoriju skalarnog polja. Klasi¢no polje je

o) = 20— = [ atysnto = oty (4.16)

i ono zadovoljava klasi¢nu jednacinu kretanja
(O, +m?)e(z) = J(x) . (4.1.7)

Efektivno dejstvo je
_ 1 4, 14 _ _ 4
Plod = =5 [ dadyJ(@)Ar(z —y)J(y) = [ dztp.

1
- —§/d4xgpc(D$ —|—m2)goc
= 9. (4.1.8)

Efektivno dejstvo za slobodnu teoriju poklapa se sa klasicnim dejstvom. U interakcionoj teorije
efektivno dejstvo
[' = S 4 kvantne popravke

je generalizacija klasicnog dejstva; zato se joS naziva i kvantno dejstvo. Jednocesticni ire-
ducibilni (1PI) dijagrami su povezani dijagrami koji se presecanjem jedne unutrasnje linije ne
mogu podeliti na dva dijagrama. Dijagrami na slici 4.1 su jednocesticni ireducibilni dijagrami.
Dijagrami prikazani na slici 4.2 su primeri za reducibilne dijagrame.

Efektivno dejstvo je generisuéi funkcional za jednocesti¢ne ireducibilne dijagrame (1PI)

[l = Z % /d4x1 .d*z, 7™ (1, .. xp) (1) - pe(Ty) (4.1.9)
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00 Ny
< X

Slika 4.2: Reducibilni dijagrami.

1PI dijagrami sa n spoljasnjih linija su

0"I[¢]
T (zq,...z,) = . 4.1.10
( ' ) 5900(‘731) s 5900(‘7311) pc=0 ( )
Furijeovom transformacijom dobijamo 1PI dijagrame u impulsnom prostoru
2m)* W (p1+ -+ p) T (1, pn)

= /d4m1 L digetrrmtetpe ) P (g ) (4.1.11)

Jednocesticni ireducibilni dijagrami za n > 2 se nazivaju verteksnim dijagramima.

Za slobodnu teoriju skalarnog polja je

TP (zy,20) = —(O4m? +ie)6W (z; — ) (4.1.12)
L®(p,—p) = p* —m* +ie = AF'(p) - (4.1.13)

4.2 Background field method

Neka je ¢, skup polja, a J* odgovarajudci izvori. Vakuum-vakuum amplituda prelaza u prisustvu
izvora je

Z[J) ="V = N / DS+ dwl6a (4.2.14)
Koristeci definiciju efektivnog dejstva imamo
eillel o (W= [ daJ%a)
N / Dy k(S da s (Gumpu) (4.2.15)

Klasi¢na polje obelezeli smo sa ¢,. Klasicno dejstvo ¢emo razviti oko klasi¢ne konfiguracije:

50) = St)+ [dog
1 528
oy / dudy g sis| (0ule) — e (@ly) @) o (427

(¢a — ¥a) (4.2.16)

®
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Jednacina (ovo je kvantna jednacina kretanja)

o]
= —J%) 4.2.18
Soulr) 21
se u najnizem redu svodi na
05¢]
=—-J%x) . 4.2.19
Soul) 219
Zamenom (4.2.19) i (4.2.16) u (4.2.15) imamo
oiTle] _ il / Do) dsdupa@Sulan)onts) (4.2.20)
gde je
52
Sap(z,y) = 5 (4.2.21)

 00a()de(y) e

Polazna polja ¢, smo dekomponovali na klasi¢na polja ¢, (background field) i kvantna polja @,,
tj.
Pa = Pa+ Pa - (4.2.22)

U funkcionalnom integralu integralimo po kvantnim poljima. Jakobijan transformacije je 1.
Uvodeéi smenu

oh = Vhp, (4.2.23)
dobijamo

Lle] = S[e] + %trlnSab +.... (4.2.24)

Prvi ¢lan je klasi¢no dejstvo; naredni clan je one-loop kvantna korekcija efektivnog dejstva. Ona
je reda h. Sledeé¢i ¢lan bi bio reda h? sadrzao bi dve petlje (two-loops diagram). Razvoj po
petljama je razvoj po stepenima h.

Plankova konstanta A meri kvantnu prirodu dijagrama. Sada ¢emo vratiti Plankovu kon-
stantu u rac¢un. Gustina Lagranzijana ima oblik

L=¢g:N;' ¢+ Lis - (4.2.25)

Jasno je da se verteksi mnoze sa 1/h, a propagatori sa i. Broj petlji dijagrama (broj nezavisnih
impulsa po kojima integralimo) je
L=1-V+1,

gde je I broj unutragnjih linija, a V' broj verteksa. Ukupni A faktor 1PI dijagrama je A=V =
ht=1 . Razvoj po stepenima A je razvoj po petljama. h faktor dijagrama povezanih Grinovih
funkcija G, je K+ =V = REAL=! | gde je E broj spoljnih linija dijagrama. Na slici 4.3 prikazali
smo tri ¢etvorotackaste Grinove funkcije. Za prvu je E = 4,1 = 41V = 3, pa je za ovaj
dijagram L = 2. On je dijagram sa dve petlje. Ukupni h faktor ovog dijagrama je A*h*~!. Drugi
dijagram sa ove slike je takodje cetvoro-tackasta Grinova funkcija, za nju je L = 0. Poslednja
cetvoro-tackasta Grinova funkcija je sa jednom petljom, jer je za nju L = 1.
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&5 X ¢

Slika 4.3: Kvantna priroda dijagrama.

T (21, 25) = i( 4@* )_1

Slika 4.4: Veza izmedu povezane dvo-tackaste Grinive funkcije i dvo tackaste 1PI Grinove
funkcije.

4.3 Veza izmedju povezanih i 1P Grinovih funkcija

Lako se vidi da je

5(4)(.T1 — Z’Q) =

- 4 wlJ 0*T'[io]
N /d 5J(x1)6,]( ) 0pe(2)000(x2) (4.3.26)
Iz ovog izraza vidimo da je
CWLI] Plled !
§J(x1)0J(z) _<5gpc(x)5%(x2)) : (4.3.27)

Ako uzmemo da je J = 0 i ukoliko nema spontanog naruSenja simetrije, onda je ¢. = 0 pa
dobijamo

/ d2iG2 (20, 2)T (2, 23) = 6D (1 — 29) (4.3.28)

Dakle,
F(2) (1’1, [L‘Q) = Z(Ggm (ZEl, 5(72))_1 . (4329)

Ova veza izme dju dvo-tackaste Grinive funkcije i dvo-tackaste 1PI Grinove funkcije prikazana
je na slici 4.4.

1PI Grinova funkcija I'® jednaka je inverznom propagatoru (do na faktor 7). Diferenciranjem
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=i (D)
o

Slika 4.5: Veza izmedu povezane tro-tackaste Grinive funkcije i tro -tackaste 1PI Grinove funkcije.

(4.3.26) po J(z3) dobijamo

5 L OTWJ] 6°T'[.]
' = 5J(:v3)/dIéJ(xl)éJ(w)ésoc(x)éso(x@
B PSS

5.J (23 5J(:c1)6J () 0pe(2)dp(h)

4 4 [J] 53F[90c] 59%(%,)
* / @ / @ 35J (0)0.0(2) pulty)0e () Spu() 0 ()

Mnozenjem poslednje relacije sa

W 1J]
IR S B 4.3.30
57()6. (1) (43.30)
i integracijom po z7, dobijamo
SBWIJ|
0J(x3)0J (x2)dJ (1)
W IJ]
— d4 /d4 d4 /
/ S S T ()00 ()
W 1J| W IJ] 83T [p.] (4331)
0.J ()] (5) 6.J (3)0.] (%) dpe(w)Oipe () dpc ()
U limesu J — 01 ¢, — 0 dobijamo
Gz, 9, 25) = i/d4x'1d4x’2d4ng£2) (21, 2})GP (29, 2})
X G (g, 2 ) TP (2, ), 2f) (4.3.32)

Graficki ova relacija je prikazana na slici 4.5.
Dodavanjem jednog propagatora na svaku spoljnju nogu verteksne funkcije dobijamo povezanu
3—tackastu Grinovu funkciju. Sli¢no se dobija i inverzna relacija

F(?’)(xl,xg,:vg) = —i/d4a:'1d4x’2d4xg(G£2)(x1,x'l)) (G(Q)($2,£E2)) 1
x (GO (w3, 24)) 'GP (af, 2y, 7) (4.3.33)
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o0,

Slika 4.6: Veza izmedu povezane tro-tackaste Grinive funkcije i tro -tackaste 1PI Grinove

funkcije.
Joghiois

Slika 4.7: Veza izmedu povezane 4—point Grinove funkcije i verteksnih funkcija.

Ova relacija je graficki prikazana na slici 4.6

Amputiranjem (uklanjanjem spoljnjih propagatora tj. mnoZenjem sa inverznim propaga-
torima) povezane 3-tackaste Grinove funkcije dobija se 3-tackasta verteksna funkcija.

Veza izmedu povezane 4—point Grinove funkcije i verteksnih funkcija I'® i I'®) je data na
slici 4.7.
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Glava 5

Svinger-Dajsonove jednac¢ine i Vordovi
identiteti

Prvi deo ove glave posveéen je Svinger-Dajsonovim jedna¢inama koje predstavljaju veze izmedju
Grinovih funkcija. Uloga simetrije u kvantnoj teoriji se ispoljava preko Vordovih identiteta.
Vordovi identiteti takodje, iz simetrijskih razloga namecu uslove na Grinove funkcije.

5.1 Svinger-Dajsonove jednaéine

U klasi¢noj teoriji polja jednacine kretanja dobijamo iz uslova stacionarnosti dejstva pri trans-
formacijama polja

da(2) = Pl (x) = Pu(x) + dpa(x) . (5.1.1)
U kvantnoj teoriji ¢emo ispitati kako ove transformacije menjaju generisué¢i funkcional
Z[J]=N / Dee!S@+] dalba (5.1.2)
gde je
D¢ = [ [ Do -
Smena (5.1.1) ne menja meru integracije
D¢’ = D¢ (5.1.3)
pa je
/D(b/eiswwfd‘*m%; _ /D¢€i(3[¢}+fd4m5‘ii5¢a+...)+ifd4zJa(¢a+§¢a)
4] - v a
- / Do |1+ / d%(a(f Ja) 06, STt (5.1.4)
odakle je

/ng/d%(

05 iS[g]+i [dix T _
o Ja) Sdae —0. (5.1.5)

A7
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Kako su varijacije d¢, proizvoljne to je

/D¢ 5¢ iSlel+i [died®6a _ () (5.1.6)

Iz (5.1.6) vidimo da klasi¢ne jednacine kretanja vaze kao vakumske ocekivane vrednosti. (5.1.6)
mozemo prepisati u obliku

(5.

(5.1.5), (5.1.6) i (5.1.7) su Svinger—Dajsonove jednacine. Diferenciranjem (5.1.5) po J,, (z1) i
uzimanjem J = 0 dobijamo

L +Ja>Z[J] =0 (5.1.7)

/Dgzﬁ&b iGa, (7)€" /D¢5aa16 Nz — zy)e™ (5.1.8)
v 55
< (5¢ ¢a1 (x1)> iéaa15(4)($ - $1) ) (519)

gde * znaci da svi prostorno vremenski izvodi su van vremenskog uredjenja.
Za slobodno skalarno polje

1
S=—3 /d4a:<b(D +m?)¢ (5.1.10)
dobijamo o
(O, +m?)(0|T¢(z)p(1)]0) = —i6™W (z — 21) . (5.1.11)
Ukoliko je prisutna interakcija
§—_1 /d4x¢(|j +m?) ¢ — /d4xV(¢) (5.1.12)
=3 , 1.
onda dobijamo
(Oa + m*)(QUTO()p(21)|Q) = —(QUTV(b(x))(21)|Q) — i6W (@ — 1) (5.1.13)
odnosno
(O, + m2)(QUTH(@)d)|0) = (QT(O, +mD)d(2)d(m)Q) — 6Pz —21)  (5.1.14)
U funkcionalnom formalizmu vremensko uredjenje izraza F definisano je sa
_ | DoF(g)e”
(TF(9)) = W . (5.1.15)

Ovako definisano vremensko uredjenje je kovarijantno i ne poklapa se uvek sa vremenskim
uredjenjem definisanim u okviru operatorskog formalizma. Daljim diferenciranjem dolazimo do

<T§¢i bua(0) -G 0)
= Z(Q|T¢al (1) -+ 0ua, 0D (2 — 7). . P ()2 (5.1.16)

J=1
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Ovaj izraz je takodje poznat kao Svinger-Dajsonova jednacina. Clanovi sa delta funkcijama
su tzv. kontaktni ¢lanovi. Vidimo da klasi¢ne jednacine vaze sa kvantnim poljima unutar
korelacionih funkcija, ali samo u kada se koordinata = ne poklapa sa koordinatama x4, ..., z,.

Iste rezultate dobijamo polazeéi od (5.1.7). Diferenciranjem ove jednacine po J,, i uzimanjum
J = 0 dobijamo (5.1.9). Diferenciranjem po J,, (x1) i J,,(x2) i uzimanjum J = 0 dobijamo

(T2 o (@0) (1)) = 0oy (22)]2) 806 — 1)

0¢q
4+ i1(Qda, (21)|Q)0ay 0 (z — x2) | (5.1.17)

sto je specijalni slucaj (5.1.16).

5.2 Vordovi identiteti

U ovom poglavlju govori¢emo o kvantnoj generalizaciji Neterine teoreme koju smo pokazali na
KTP1. Pri infinitezimalnim kontinualnim transformacijama polja se menjaju prema

Pa(r) = ¢,(7) = du(r) + doda() (5.2.1)
gde je dopa(x) varijacije forme polja. Pri ovoj transformaciji promena gustine lagranzijana je
oL oL
0L = —90 ———0,(6 : 2.2
OE 8gba Ogba + 8(8M¢a)a#( Ogba) (5 )

Ako je varijacija lagranzijana oblika doL = 0, f*, dejstvo e biti invarijantno na transformacije
(5.2.1). Izraz f* zavisi od polja i izvoda pola i moramo ga u svakoj konkretnoj situaciji odrediti.
Parametre transformacija obelezimo sa €,, gde je s indeks grupe simetrije. Varijacija forme polja
je oblika

5O¢a = €SQQS<¢7 8¢) . (523)
Npr. za Lorencove transformacije je
1
S0 = —§w’“’(x,,8# —2,0,)0 . (5.2.4)
U ovom izrazu parametri su w, dok je €, = —%(xyau — x,0,)0.

Izraz f* je oblika f!e;. Pretpostavimo sada da parametri transformacija e, nisu konstante
veé zavise od x, tj. 0gp, = €5(7)Qus(0, ). Promena gustine lagranzijana pri ovakvim, lokalnim
transformacijama je
oL oL oL
— Qe+ =———0 Qsa> + ——— 0 0,65(T) . (5.2.5)
9¢a 0(Oupa) 0(0uta) "

Poslednji ¢lan u sluc¢aju da su partametri €, konstantni je jednak nuli, dok je prvi ¢lan je oblika
€0, f'. Prema tome promena dejstva je

0S = —/d4xesaﬂj§+/d‘%@,&%esf&z) (5.2.6)
uPa

oL = €5(x) (
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gde je
oL

J? = —Qsa
9(0u¢a)
Neterina struja. Ako funkcije €;(x) u beskonacnosti opadaju u nulu tada mozemo odbaciti
poslednji ¢lan u (5.2.6). Tako dobijamo

— (5.2.7)

s

5S = —/d4:v658uj5 : (5.2.8)
Ukoliko je klasi¢na teorija invarijantna, tj. ukoliko je 45 = 0 tada dobijamo da je
ot = 0. (5.2.9)

Iz Neterine struje se odredjuju naelektrisanja koja su konstante kretanja. Pri ovom izvodjenju
smo uzeli da su parametri simetrije funkcije koordinata. To je bilo samo pomoéno sredstvo.
Sada mozemo da ponovo se vratimo na konstantne parametre simetrije.

Ako je klasi¢no dejstvo invarijantno na transformacije date sa (5.2.1) i ako je mera integracije
invarijantna na ove transformacije,

D¢ = D¢ (5.2.10)

kazemo da su ove transformacije simetrija kvantne teorije. Ako mera integracije nije invarijantna
klasiéna simetrija je kvantno narusena. Za takve simetrije koje vaze klasicno a kvantno su
narusene kazemo da su anomalne.

Postupajuci kao u prethodnom poglavlju lako vidimo da kvantna simetrija daje

/ Do [55 + / d4xJa50¢a] ISl [ dal 6 _ (5.2.11)
Zamenom (5.2.8) u (5.2.11) dobijamo

/ Do / d*ze,d,5" / d4a7Ja50¢a} eiSlel+i [ dia®da _ () (5.2.12)

Sada mozemo da uzmemo da su parametri €; konstantni. Stavljanjem da je izvor jednak nuli u
(5.2.12) dobijamo

0,(Q5"1Q2) =0. (5.2.13)
Ako izraz (5.2.12) diferenciramo po izvoru J* (x;) i stavimo da je izvor jednak nuli dobijamo
0 {QUT () Pay (21)]2) = ~i6® (& — 21)(Qd06uy (1)|2) - (5.2.14)

Diferenciranjem dva puta po izvorima i uzimanjem da J = 0 dobijamo

aau <Q’T-] ( >¢a1 (I1)¢a2 <$2>|Q>

= —10(2 = 21)0a0, (2T 00¢a (1) Pas (22))|€)
~i6(2 — 22) 00y (T buy (21)F0a (w2))] ) - (5.2.15)

Ovaj postupak mozemo dalje ponavljati. Simetrija dakle namece uslove na korelacione funkcije.



Glava 6

Funkcionalni integral za fermionsko
polje

U ovoj glavi spinorsko polje ¢emo kvantovati u formalizmu funkcionalnog integrala. Prvo ¢emo
uvesti Grasmanove, tj. antikomutirajuce brojeve, njihovo diferenciranje i integraljenje, a zatim
¢emo kvantovati Dirakovo polje.

6.1 Grasmanovi brojevi

Da bismo precizno definisali Grasmanove brojeve prvo ¢emo uvesti pojam algebre. Algebra A
je vektorski prostor nad poljem realnih (kompleksnih) brojeva u kojem je definisana bilinearna
operacija mnozenja elemenata algebre A x A — A. Proizvod elemenata x i y algebre je zy.
Struktura A je algebra ako je mnozenje distributivno prema sabiranju u vektorskom prostoru

(x+y)z=z2+yz. (6.1.1)
Ako je mnozenje u algebri asocijativno

x(yz) = (wy)z (6.1.2)

algebra je asocijativna. Ako u algebri postoji jednicni element, e takav da je ex = xe = x
algebru nazivamo alegbrom sa jedinicom. Ukoliko je mnozenje komutativno za algebru kazemo
da je komutativna.

Grasmanovi brojevi medjusobno antikomutiraju, dok komutiraju sa obi¢nim brojevima. Naime,
oni zadovoljavaju

Ox = —x0
cd = 0Oc, (6.1.3)

gde smo Grasmanove brojeve obelezili grékim slovima (6, x, . .. ), dok obi¢ne, komutirajuce bro-
jeve obelezavamo latini¢nim slovima. U matematickom smislu Grasmanovi brojevi formiraju
asocijativnu algebru sa jedinicom.

o1
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Neka su 6;, ¢« = 1,...,n antikomutirajuc¢i generatori Grasmanove algebre

Njihovim medjusobnim mnozenjem dobijamo druge ¢lanove algebre. Monomi 6160563 i 650,05
nisu medjusobno nezavisni, jer je

020,05 = —0,0-05 .

Jasno je da monom moze najvise sadrzati n razlic¢itih faktora. Proizvoljan element algebre je
suma proizvoda generatora

1 1
gde su koeficijenti a, b;, ... kompleksni brojevi. Koeficijenti u gornjem razvoju su antisimetricni.
Npr. koeficijenti ¢;; su antisimetricni, ¢;; = —cj;.

Neki sabirci u razvoju (6.1.5) su parni (komutirajuéi), a neki neparni (antikomutirajuéi).
Npr. 6,6, je paran, jer komutira sa Grasmanovim brojevima

(0105)0; = 0,(0,05) . (6.1.6)

Podela elemenata algbre na komutiraju¢e i antikomutiraju¢e naziva se gradiranjem algebre.
Preciznije gradiranje elementu F algebre dodeljuje |F| sa

(6.1.7)

Pl = {O, F je komutirajuci broj
1

, F je antikomutirajuci broj
Bazis vektorskog prostora mozemo da izaberemo na standardni macin, uredjujuéi indekse sa leva

na desno:

Za Grasmanovu algebru sa n generatora dimenzija vektorskog prostora je 2". Ako je n = 1 tada
je

g(0) = a + b0 , (6.1.9)
dok zan =2 je
g(91,92) = a+91b+920+d9192 . (6110)
Ako zelimo da velic¢ina
1 1

bude komutiraju¢a observabla onda je a takodje komutirajuca, a (; su antikomutirajuce itd.
Jasno je da je tada Grasmanova algebra utopljena u neku veéu Grasmanovu algebru.

Prostor formi na n—dimenzionoj mnogostrukosti je Grasmanova algebra. Mnozenje je spoljasnji
proizvod (wedge proizvod).
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Diferenciranje po Grasmanovim promenljivima moze biti levo i desno. Levi izvod je definisan
prema

dé;
— =6 6.1.12
W (6.1.12)
Izvod zadovoljava super-Lajbnicovo pravilo
0 or oG
el - _NFIpZZ
GG(FG) 60F+( 1) Fae , (6.1.13)
¢ijom primenom imamo
d
4 06,) = —0 (6.1.15)
d92 109 ) = 1 - .
Diferencijal funkcije mozemo da napisemo preko levih izvoda na sledeéi nacin
dg
dg = dt;— ,
9=,
ali isto tako mozemo da ga izrazimo i pomoc¢u desnih izvoda kao
(_
d
dg = g—db; .
9g=49 a6,
Nekoliko primera za desni izvod® su
d
0105)— = —0 6.1.16
(6162) 0, 2 ( )
d
0)— =1 6.1.17
) g =1 ( )
d
0105)— =0, . 6.1.18
(6102) 1, " ( )

Desno diferenciranje takodje zadovoljava super-Lajbnicovo pravilo Izvod zadovoljava super-
Lajbnicovo pravilo

(FG);Q_Q - F(G%) +(—1)lel (F%)G . (6.1.19)

Kako je L
() =°

! Generalisani impuls koji odgovara Grasmanovom polje je dobijen uzimanjem desnog izvoda

<_
WZﬁi
oY
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to se integracija mora pazljivo definisati. Za n = 1 definiSemo

/ﬁmzo (6.1.20)

/d@@ =1 (6.1.21)
pa je
/d@g(@) = /d&@ﬂ =0. (6.1.22)

Grasmanov integral (6.1.21) je translaciono invarijantan tj.

/deg(9+eo) - /de(a+ (04 0,)8) = /deg(e). (6.1.23)

Translacionu invarijantnost obezbedjuje integral (6.1.20), dok je (6.1.21) normalizacija. Gener-
alno, u algebri sa n generatora vazi

/ﬂ@:o (6.1.24)

U poslednjem izrazu ne sumiramo po indeksu i. Ocigledno je
/d92d91d93«939192 = 1 . (6126)

Koeficijent d;, ., u izrazu (6.1.5) je kompletno antisimetrican, pa je
dil...Ln = dEil...Ln s (6127)

gde je d obican broj. Onda je
/d@n...delg:/dgn...delé’l..ﬂnd:d. (6.1.28)

Razmotrimo sta se deSava ako napravimo linearnu smenu promenljivih u Grasmanovom inte-
gralu. Dakle, uzmimo da je

gde je K nesingularna matrica komutiraju¢ih brojeva. Tada je

1
g = a+--+ mKiljl R Kwn@;l - 9;n€1lznd

J

1
Pretpostavimo da je veza izmedju starog i novog elementa zapremine data sa

dé, ...do; = Jde,, ...de; ,
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gde velicinu J treba da odredimo. Ocigledno je da je

i = /den...delgw):/deg...degjg(e')
= JddetK | (6.1.31)

odakle je

J = = . (6.1.32)

Dakle, kod Grasmanovog integrala mera integracije se transformise prema
|00
106

Ovaj zakon transformacije je suprotan od zakona transformacije elementa zapremine kod obi¢nog
viSestrukog integrala

6, ...d6, e’ ...de, . (6.1.33)

dz, ...dz; = )%‘dx' co.dad

Gausov integral Grasmanovih promenljivih (M je realna antisimetriéna matrica) je
I,(M) = /d@n...dé’le‘éeTM(’ = (=1)"*Vdet M | (6.1.34)

za n = 2k, dok je za n = 2k + 1 gornji integral jednak nuli. Sa 6 smo obelezili § = (61, ...,60,).
Sada ¢emo pokazati formulu (6.1.34). Matrica M je antisimetri¢na, pa je ¢M hermitska matrica.
Hermitsku matricu mozemo dijagonalizovati

My=U@GEM)U' .

Matrica U je unitarna, a M, dijagonalna sa realnim brojevima na dijagonali. Neka je A realna
svojstvena vrednost matrice 1M, tj.

det(iM — A\I) =0 .

Transponovanjem gornje jednacine dobijamo det(iM + A\) = 0 . Dakle, ako je A svojstvena
vrednost matrice 1M, tada je i —\ svojstvena vrednost ove matrice. Matrica M, ima oblik

(6.1.35)

A 0O 0 0 00
0 -\ 0 0 0 0
My=|0 0 X 0 0 0
0 0

Uvedimo 2 x 2 unitarnu matricu

Ry — % (; 1) | (6.1.36)
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R ((1) _01) Rl = (_OZ 8) . (6.1.37)

Uvedemo dalje blok dijagonalnu matricu

Lako se vidi da je

Ry
R = Ry . (6.1.38)
Tada je
0 AN O 0 0
-\ 0
M'= —iRMyR' = RUM(RU) = 0 0 0 A . (6.1.39)
0 0 =X 0
0 0 0 0

Polaznu antisimetri¢nu matricu M smo transformisali u kvazidijagonalan oblik, tzv. standarnu
formu M’. Matrica transformacije RU je ortogonalna jer su matrice M i M’ realne. Napravimo
sada smenu ¢’ = (RU)™'6 u integralu (6.1.34). Lako se vidi da je

1 1

EHTMH = 59@]\4/9/ = M\01605 + \3050, + ... N1, 10, (6.1.40)
pa je

(M) = /deg .. 6, MO A0 An a0, 07)

- / g, ... dore %% gm0t

= (—)n/2(>\1)\3---)\n_l)/d%...dﬁ’lég..ﬂ;
(=)"2(MAg -+ Anoa)
(—)™*Vdet M . (6.1.41)

Ovim smo pokazali (6.1.34).
Integral (6.1.34) ¢emo generalisati

L(M,) = / A6, ... dfye 2 MOXTO — ()n/2\/qeg Mem2xX M X (6.1.42)

gde je M antisimetri¢na matrica.
Ako su @' i " realni Grasmanovi brojevi onda su

9/ + 7:9//

T A
6 — ;0"

I
&
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kompleksni Grasmanovi brojevi. Lako se vidi da je
d0"dd’ = idndq ,

pa je
/ didnni = / id0"d0' (—i0'9") =1 .

Gausov integral sa kompleksnim Grasmanovim promenljivim je
/dnndnn _.dpdne” ™ = det M | (6.1.43)
Pokazimo poslednju formulu

/ dn,dn, . .. dij dn e ™

n

_ (= _
dn,dny, . .. didn o T g - i Mg i - = M
dijndny, - . dindm (=1)" M, 2Ny - - - Nl Mgy - - - Mg,

= /dnn o dmni Ny - MMy - M,

— det M . (6.1.44)

Generalizacija Gausovog integrala sa kompleksnim Grasmanovim varijablama je
/ Aipdny . . . dijrdmye” ™I — det MePM TP (6.1.45)

Beskona¢éno dimenziona Grasmanova algebra se dobija zamenom diskretnog indeksa 7 kontinu-
alnim z:

Tako smo dobili Grasmanovo (antikomutirajuée) polje, tj.

{0(),0(y)} =0 (6.1.46)

Osnovni integrali sa Grasmanovim poljem su

/de =0, (6.1.47)

/d09 =1. (6.1.48)
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Gausov funkcionalni integral je

/D¢Dwe—fdardw(y)A(y,x)w(w)Jrf de(@n+7Y) — Jet Ae) d@dvi)A™ (y2)n(z) (6.1.49)

U (6.1.49) integralimo po kompleksnim spinorskim (antikomutirajué¢im, tj. Grasmanovim) poljima
¥ i1. Polja n(z) i 7(z) su izvori i oni su takodje antikomutirajuéi. Uocljiva je razlika izmedju
bozonskih i fermionskih integrala. Bozonski integrli (2.0.5, 2.0.11) su proporcionalni sa in-
verznom determinantom. Sa druge strane, fermionski integrali (6.1.49) su proporcionalni sa
determinatom.

6.2 Slobodno Dirakovo polje

Generisuci funkcional za slobodno Dirakovo polja dat je sa
Zoln,m) = N / Dip Dt | dwblig=mrieyp)+i [ datmp+im) (6.2.50)

gde su n(z) i 7(xz) Grasmanovi izvori. Funkcionalni integral (6.2.50) ima oblik (6.1.49), gde je
matrica A data sa

Ay, ) = i(i@, +m —ie)dW(y — z) .

Furijeovom transformacijom polja v i 7/ imamo

/ dedyy (y) Ay, 2)(z) = (271T>8 / dpdd(q) / ddyA(y, x)e? P (p)
= e [ e S0 Ala.—n)00). (6:251)

gde je

Alg,—p) = /dxdy(—@x +im + €)W (y — z)elry—ve

= i) p—m+ie)dW(p—q). (6.2.52)

—_—

Inverzni opertor A=!(p, ¢) u impulsnom prostoru definisan je sa

—_—

/ (2?)44(19,47)/11(—% k)= (2n)5(p+ k) . (6.2.53)

Lako se vidi da je

—_—

A=Y(p, q) = i(27)" W (p+aq),

Pp—m+ie
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pa je

dpdk — -
ANy.x) = / (2p7T)SA_1(p,k)e_Zp'y_lkm

_ / dp ¢ e~ (y—a)
(2m)4p —m + ie

?

= G —mrieW Y

= iSp(ly—x) . (6.2.54)

Dakle inverzni opertor operatora A je Fajnmanov propagator za Dirakovo polje. Prema tome,
primenom (6.1.49) nalazimo generisuéi funkcional za slobodno Dirakovo polje

Zoln, ] = e~ I dxdvnw)iSely—2)n(z) (6.2.55)
Grinove funkcije su vakuumske ocekivane vrednosti vremenskog uredjenja proizvoda polja
G (g, s yn) = OT (1) .. p(20)0 (1) - - - 0 (yn)]0) (6.2.56)

odnosno

[ DYDynp(y) .. b(@)(y1) - - - (yn)e™

G(Q”)(xl, Ty YL Yn) =

[ Dy Dypets
§@M ZIn, n
— 2, ) . (6.2.57)
on(xy) . ..on(x,)on(y1) - .. on(y,) In=r=0
Primetimo da smo koristili sledeé¢u ’smenu’
_ ) )
w — Z%
Yo = i (6.2.58)
6/’7 . . .

Vremensko uredjenje je definisano vodeéi racuna da su operatori 7,@ i 7; antikomutirajuéi. Lako
se nalazi da je dvotackasta Grinova funkcija Fajnmanov propagator za Dirakovo polje. Naime,
dvotackasta Grinova funkcija je definisana sa

A

Gan (e1,91) = O a (@) ()10) = il | (6.2.59)

Lako se vidi da je
G((j))(xl,yl) = iSFa(T1 — Y1) - (6.2.60)

U operatorskom formalizmu je

iSran(r1 — Y1) = 02} — 1) {0[a(@)Pu(y1)]0) — Oy — 29)(0l¥s(y1)¥a(21)]0) . (6.2.61)
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Y1 Y2

xq T2

Slika 6.1: Grinova funkcija za Dirakovo polje.

. N I
1SFab(x1 - ?Jl) = b—)—a

Slika 6.2: Fajnmanov propagator za slobodno Dirakovo polje.

Na KTP1 je pokazano da Fajnmanov propagator opisuje kreiranje elektrona u tacki y; koji
propagira do tacke x; ako je 29 > y?. Sa druge strane ako je z{ < 7 on odgovara kreiranju
pozitrona u z1, njegovu propagaciju do y; gde se on anihilira.

Cetvorotackasta Grinova funkcija je

GW(xy, 22, y1,90) = <0\T@(x1)1ﬁ(:1:2)1;(y1)12(y2)|0>.
A
~ 07(21)07(22)0n(y1)on (y2) lna=o (6.2.62)

Lako se nalazi da je

G(4)(5171, 9327y1,?/2) = SF(931 - yl)SF(l"z - yz) - SF(931 - yz)SF(l"z - yl) . (6-2-63)

Rezultat je poznat i na osnovu Vikove teoreme i prikazan je na slici 6.3.

6.3 Majorana spinorsko polje

Pri konjugaciji naboja spinor 1 prelazi u ¢, = Cv”. Matrica konjugacije naboja zadovoljava

Cry, 07t = 'yf i CT = C~! = —C. Majorana spinori zadovoljavaju uslov ¢, = 1, tj. oni se
Y1 L1 Y2 L1
Y2 T2 Y L2

Slika 6.3: Cetvorotackasta Grinova funkcija za slobodno Dirakovo polje.
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poklapaju sa svojim C'— konjugovanim spinorom. Dirakovo polje je analogno kompleksnom
skalarnom polju, dok je Majorana polje analogno realnom skalarnom polju. Lako se vidi da je
za Majorana spinore ¢ = 1T C. Drugim re¢ima 1) i 1) nisu nezavisna polja. Gustina lagranzijana,
slobodnog Majorana polja data sa

1
L= 5%’0(@@ —m) . (6.3.64)
Generisuci funkcional za slobodno Majorana polje je
ZO[U] _ N/Dweéfdwao(i¢m+i€)¢)+ifdm7T¢ : (6365)
gde je eta(x) izvor. Lako se dobija da je
Zo[n] = o3 J dzdyn” (v)Sp(y—2)C n(z) (6.3.66)

Dvo-tackasta Grinova funkcija je

827

S () o (0:3:07

G2 (2, y) = (0T (x)ts(y)|0) =

Lako se vidi da je
G (w,y) = —iSpely — )05 . (6.3.68)
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Glava 7

Funkcionalni formalizam: Gauge teorije

7.1 Kratak podsetnik

Neka je G prosta grupa simetrije a 1(z) multiplet polja koji se transformise po fundamentalnoj
reprezentaciji grupe G

Vi) = e %y (x).
0, su parametri a T generatori grupe. Npr. za SU(n) grupui =1,....n,a=1,...,n% — 1.
Lagranzijan materije

Lo = (x) ("0 — m)y(x), (7.1.1)

je invarijantan na globalne transformacije
V' (x) = e p(a),
J(@) = ey,

Kovarijantni izvod je definsan sa
Dytr=(0, + 19T A2 (7.1.2)

gde je g konstanta interakcije, a A}, gauge polja. Zelimo da konstruisemo teoriju koja je invari-
jantna na lokalne transformacije

Y(x) = e T @y(a) .

Kovarijantni izvod D, se mora transformisati pri lokalnim (kalibracionim, gauge) transforma-
cijama na isti nacin kao polja materije 1):

(D) = e @D,y). (7.1.3)
Iz ovog uslova sledi zakon transformacije gauge polja A,

A= U(2)(A, — ~8,) U (x) (7.1.4)
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gde je A, = AsT* i U(z)=e"T"""@) U komponentnoj notaciji

a a 1 a aocnc a 1 a
Al = A%+ Eaue () — [0 (z)AD = A% + ;(D,ﬂ) : (7.1.5)
gde su fype strukturne konstante algebre su(n)
[Taa Tb] - ZfabcTc~ (716)
Tenzor jacine polja je definisan sa
F = —~[D", D"]. (7.1.7)
g
Iz prethodne relacije sledi
F,., =0,A, —0,A, +1[A,, A,
Fi, = 0,A) — 0,A; — gfabCAZA,‘j.
Pri gauge transformacijama tenzor jacine polja se menja po
F,=UF,U™". (7.1.10)
Yang Mills-ov lagranzijan je
n 1 a v
L=y Dy —m)tp — 5 > Fp M. (7.1.11)

Neka je G poluprosta grupa; T%(r) su generatori u ireducibilnoj reprezentaciji r normirani
prema

tr(T(r)T%(r)) = C(r)s™ . (7.1.12)

U pridruzenoj (adjoint) reprezentaciji (r = G)
(T*)ue = if
T(r)T%(r) je Kazimirov operator i po Surovoj lemi
Tr)T(r) = Co(r)1
gde je I jedini¢na matrica formata d(r) x d(r) . U pridruzenoj reprezentaciji je
TYG)TG) = Co(G)I .

Mnozenjem (7.1.12) sa §*° imamo

tr(T(r)T*(r)) = d(G)C(r)

odnosno
Ca(r)d(r) = d(G)C(r) .

Za fundamentalnu reprezentaciju SU(N) grupe je

O(N) =

Co(N) = (7.1.13)

dok je u pridruzenoj reprezentaciji C(G) = C2(G) = N .
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7.2 Kvantovanje kalibracionih polja

Lagranzijan YM teorije (bez materije) je

1 v 1 a va
L= —§tr(FWF“ ) == _ZFMVFM . (721)
Napisa¢emo ga kao zbir kinetickog Lg i interakcionog dela, L;,; :
L=Ly~+ Lint, (7.2.2)
gde je
1 a Qv a v
Ly = —5(5’,,141”8 Al — 0, A0 AY), (7.2.3)
a
2
g aoc a a v g aoc raae (& v
Lo =5 f (0, AL — 0,AL) AL AY — =/ befede AL AS ABAY (7.2.4)
Propagator za gauge polje racunamo iz dela lagranzijana kvadratnog po poljima
a 1 a v 1% a
SolAs] = 5 / d*zASg" 0 — 94 9"] Aj, (7.2.5)
1 a 174 v a
= §/d4xd4yAu(x)[g“ O —0"0"]0(x — y)Al(y) (7.2.6)
1 14
= §/d4xd4yAZ($)K““’ P2, 9)Ab(y) . (7.2.7)
U impulsnom prostoru operator K je
KF(p k) = (2m) (—k2g" + kPEY)0(p + k)6 . (7.2.8)

Inverzni operator
K;:al,l/b - (Aglw + Bkukl/)(;abé(p + k)
ne postoji, jer je operator K#***(z, y) singularan. Razlog za ovu singularnost je gauge simetrija.
U path integralu moramo da integralimo po nezavisnim stepenima slobode, a ne po svim poten-
cijalima.
Generalisani impulsi su

o_ 9L
T, = DA =F - (7.2.9)
Odmah vidimo da je 7§ = 0. Ovo je tzv. primarna veza. Zbog ove veze Poasonova zagrada
{A4(t,x), 7 (t,y)} = 1006276 (x — )

ne moze biti primenjena za ;= v = 0. Sistemi sa vezama se analiziraju u okviru tzv. Dirakovog
formalizma u koji neéemo ovde ulaziti. Pored primarne veze postoji jos jedna (tzv. sekundarna)
veza

D =0,
koja je Gausova teorema. Zbog postojanja veza u teoriji nisu svi potencijali i generealisani
impulsi nezavisni; broj nezavisnih stepeni slobode je manji nego skup faznih promenljivih A7, 7.
Zato je potrebno u funkcionalnom integralu izdvojiti prave, fizicke stepene slobode.
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7.3 Fadejev-Popovljeva metoda

Sa AaUu oznac¢imo potencijal A,, posle lokalne transformacije. U funkcionalnom integralu
/ D AreSIAY]

treba da integralimo samo po neekvivalentnim potencijalima. Naime potencijali AQUM i A,y opisuju
istu konfiguraciju polja. Zato moramo sa svake trajektorije (gauge ekvivalentni potencijali) izd-
vojiti po jednog predstavnika. Cilj je izdvajanje funkcionalnog integrala po lokalnim transfor-
macijama (elementima grupe simetrije). Taj integral ¢emo obeleziti sa [ DU. Moze se definisati
funkcionalni integral po lokalnim transformacijama tako da za svaki funkcional f[U] i fiksnu
lokalnu transformaciju U'(x) vazi

/ DUf[U] = / DU U, (7.3.10)

Tacnost prethodne relacije se lako dokazuje kada je oblast integracije infinitezimalna. Tada
mozemo da uzmemo

DU = | | Db.. (7.3.11)
Neka su U, U’ i U” tri infinitezimalne lokalne transformacije za koje vazi
U'=uuU'. (7.3.12)
Iz prethodne jednacine imamo
1 —1T,0) = (1 —1T,0,)(1 — o1,0;). (7.3.13)
Odavde imamo
0! =0, + 0, + O(6%) (7.3.14)
i ae// 9
det <aeb> —1+0(6?) (7.3.15)
Da bismo dokazali relaciju (7.3.10) dovoljno je da izvrsimo smenu promenljivih
39//
/ DU fIU"] = / DU F[U"] det ( . 9“> — / DU FUT]. (7.3.16)
b

Da bismo integralili samo po predstavnicima orbite u funkcionalnom integralu moramo da
uvedemo uslove kojima se biraju predstavnici, tzv. uslove koji fiksiraju gauge. Te uslove zada-
jemo skupom jednacina

F, (A7) =0, (7.3.17)

gde su F, funkcije kalibracionih polja i njihovih izvoda. Lorencov kalibracioni uslov je

Fy(A") = 9, A" . (7.3.18)



7.3. FADEJEV-POPOVLJEVA METODA 67

Uvedimo lokalno invarijantan funkcional

A[A,] = / DUS™[F,(AT)], (7.3.19)
gde je 0™[F,] = [],d[F.] funkcionalna delta funkecija. Lokalna invarijantnost (7.3.19) se lako
pokazuje

A[AY] = / DUS™ [F,(AYY")] / DUSM[F,(AY)] = AlA,]. (7.3.20)

Sada mozemo generisuéi funkcional da napisemo kao
/ DAV / DA*A[AM] / DU [F,(AT)]es14, (7.3.21)
Uzevsi u obzir i lokalnu invarijantnost funkcionala A[A,,] imamo
/ DA, = / DU / DAYAAYS[F, (AY)]ers1Au], (7.3.22)
Ako izvrsimo smenu A}, — A, dobijamo
/ DA, eSHl = / DU / DA,ATYAS[Fa(A,)]erstHu), (7.3.23)

Ovim smo uspeli da izdvojimo integraciju po lokalnim transformacijama. Integral [ DU pred-
stavlja beskona¢nu konstantu koja ulazi u normalizaciju, pa imamo

/ DA, Sl — / DAL A A5 [Fy (A5, (7.3.24)

Potrebno je izracunati A™'[A,,]. U (7.3.19) izvr§imo smenu promenljivih sa DU na [[, DF,,
koristedi (7.3.11)

NI / DU [F,(AV)] (7.3.25)
= / [ D0, [F.(A5,)] (7.3.26)
_ / [[ DF. det (59*’(:6))5(")[&(149] (7.3.27)

OF.(y)
- i)

(7.3.28)

Fo,=0

Koriséenje (7.3.11) je opravdano jer funkcionalna delta funkcija u (7.3.19) ogranicava DU na
infinitezimalnu oblast oko jedini¢ne transformacije. Sa Fy(z) smo oznacili F,[Af (z)]. Iz (7.3.25)

dobijamo
_ OF,(z)
A[A, ] = e
[Aa] ™ = det <5eb(x/)>

(7.3.29)

Fa=0
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Ovo je tzv. Fadeev-Popovljeva determinanta. Zamenom (7.3.29) u (7.3.24) dobijamo

0Fu()
(595(.17/)

Z[JH] = N/DAM det ( )5(”) [FG(AM)]GZS[AW]""]&AW‘ (7.3.30)

Nadjimo Fadeev—Popovljevu determinantu u sluc¢aju Lorencovog gauga

F[A] = 9,AM .
Funkcionalni izvod izraza
1
F“[Ae] = 0, (A" + 58“0” — fabCQCA“b) (7.3.31)
po parametrima gauge grupe je
OF,(z) 1 cab o b
_ - sa _ _ facb( ppc _ . 3.32
ity = e (07080 — ) = S (A ()6 — ) (7.3.32)

Determinantu matrice M mozemo da napisemo kao integral po Grasmanovim poljima ¢* i ¢*
/ DeDee e J da'e @M @a)al) = qet(M,y), (7.3.33)

gde je DcDce = [[, De*Dc® mera integracije. Ako uzmemo da je

dF,(x)
M, = — 7.3.34
b<$,$ ) 5‘917(1:/) ( 3 3 )
vazi 5F, (2) -
alT _ _ —1 [ d*z [ d*z'e? (x) 55“<Iz,)cb(x’)
det ( . (:a)) / DéDee b . (7.3.35)

U sluc¢aju Lorentz-ovog gauga imamo

det (5Fa(w)) = /DCDEQZfd4xaﬂéa(m)(a”0a(I)—gfachéLCb(m))
(591,(5(]/)

= / DcDeet | @ ke, (7.3.36)
Izraz u eksonentu je tzv. dejstvo za duhovima (ghost dejstvo). Gostovi su skalari u odnosu na
Lorencove transformacije. Sa druge strane oni su antikomutirajuée (Grasmanove) veli¢ine. Oni

ne mogu biti spoljasnje linije u dijagramima, jer nisu opservabilni.
Gauge uslove ¢emo generalisati na slede¢i nacin

F, = 0,A" — f(x) .

Funkcije f*(x) ne uti¢u na Z i mozemo da integralimo po njima sa Gausovom tezinom

/(H Df,)ex | 1ali@), (7.3.37)
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Kako je
/ ([T Dfo)ex! w5, ame — pa(z)) = emae ] dw@a™” (7.3.38)
to dobijamo
Z[J9 =N / DA™ det <29F_((:c;>€zf oLy a (AT AL =3¢ (0uAL())) (7.3.39)
b\ T

odnosno
Z[J9 =N / DA DeDaet | 4oy —e" MPe— e (0 A4 (2)*+ TG AL (7.3.40)

Prvi ¢lan u eksponentu je Yang Millsovo dejstvo, drugi je ¢lan sa ghostovima, dok je treéi clan
tzv. gauge fiksing clan.

Parametar £ je proizvoljan i fizicke veli¢ine ne zavise od njega. £ = 0 je Landauvljev "gauge’,
a & = 1 Fajnmanov ’gauge’. Koristili smo navodnike jer re¢ gauge nije adekvatna; sve je to
Lorencov gauge. Gauge teorije se mogu kvantovati i sa drugim kalibracionim uslovom. Npr.
A% = 0— aksijalni gauge, 9; A" = 0— Kulonov gauge.

7.4 Fajnmanova pravila
Efektivni lagranzijan koji se pojavljuje u izrazu za generisuci funkcional je
1 1 _ -
L= 4 [gwm - (1 - g>aﬂay} Ave — @0 + G (i) — m);
9 cab 9° vabe pade 4b
+ if“ “(0uA], — 0, AL AYAY — Zf“ CfUCALALAYAY
— gfo,e" At — gzﬁiy”ﬂC}A““wj, (7.4.41)
gde smo ukljucili i materiju. Prvi red je kvadratan po poljima i on nam daje propagatore. Drugi

i trec¢i red su interakcioni ¢lanovi.
Generisudci funkcional za slobodnu teoriju je

Zol g} 0as 00,1, 1] = / DA DYDYDEDeet | dolCot JiditintiFetat+atet) (7.4.42)

gde je
Lo = S a0 [g“VD . (1 - 1)8”8”}/1 — 0 + (i — m); . (7.4.43)
2 i é- va (2 (2
Rezultat integracije je

Ty = e 3 dyTi@ KT )T )

% @—ifdﬂcdyﬁ(y)[iﬁy—m+i€]’15(y—fﬂ)n($)+ifdxdy&“(y)‘ﬂ’l5(y—$)0“(w) ‘ (7.4.44)
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Odredimo inverzni operator od

Kb (g y) = [g“”D — (1 — %)8"8”}15(15 — )8 .

Lako se nalazi

K" (p,q) = (27)* [ — g™+ (1 E %)p“p”] 5*5(p+q) .

Inverzni nalazimo iz uslova
[ Ak ) (KT, (~a.r) = (20528004 1),

Pretpostavljajuci resenje u obliku
(K_l)l/pbc(_q7 T) - (27T>4 |:A<Q)gllp + BQVqPi| 6((] - r>6b0
lako nalazimo

K1), o(—0,7) = 27)* | = ——gp + (1 - ) 2 ——
( )l/pbc( q, T) ( 7T) q2 + ZEg 14 + ( 5) q2 q2 + iE

Dvo-tackasta Grinova funkcija za gauge polja je

G (1, 25) = (0|TA%(x1)AS(22)[0)
%7,

(5Jg(.r2)5J§(;1:1)‘J0

= i(K’l)opcd(:cl,QJQ).

U impulsnom prostoru ona se dobija iz

/dxldeG@) (1, p)ePrrtiar

p’p” 1 ]

= i(2m)*o(p + Q)(Scd[_ 2 e

Propagator za gauge polja u impulsnom prostoru je

g, 1 }
cd -+

v I -
g,l)+( 6) q2 q2+7/€

il - —
[ g% + ie
Propagator duhova u koordinatnom prostoru je

(52 . = —1 a
T b _ i [ dedys(y)O~16(y—z)o?(x)
<O| ¢ (xl)c (*TQ)‘()) 55“($1)50b(1’2)6

= —?Jljild(iCl — $2)5ab

d4 —ip-(x1—x2)
= / L — L
(2m)* p? + e

]5(q —7)0pe -

o=c=0

(7.4.45)

(7.4.46)

(7.4.47)

(7.4.48)

(7.4.49)

(7.4.50)

(7.4.51)

(7.4.52)

(7.4.53)
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Slika 7.2: Fajnmanov propagator za kalibraciono polje i za fermione.

U impulsnom prostoru on je

iéab
: 7.4.54
Na slici 7.1 smo graficki prikazali ovaj propagtor.
Fermionski propagator u impulsnom prostoru je
5.
L B (7.4.55)
p—m+ie
Trogluonski verteksi je dat sa
Vs = g fabe(Gary(P1 — P3)5 + Gap(P2 — P1)y + 98y (D3 — P2)a) (7.4.56)
gde je p1 + pa 4+ p3 = 0. Cetvorogluonski verteks je
1
V;l = - ZQQ(fabcfade<g)\ugup - g)\pguu)
+ fadcfabe(f]u/\g,up - gl/pg,u)\)
+ fabdface(g)\ugup - g)\pguu))a (7457)
uz uslov na impulse
p+q+r+s=0. (7.4.58)

Ova dva verteksa smo prikazali na slici 7.3. Interakcija gostova sa gauge poljima je —gfapeDy, @
fermiona sa gauge poljima —igv,T}; . Ova dva verteksa su prikazana na slici 7.4.
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b3
D1 D2
o,a ﬁ,b

b, \ My C

Slika 7.3: Tro-gluonski i ¢etvoro-gluonski verteksi.

Slika 7.4: Verteks za interakciju duha sa kalibracionim poljem i fermionskog polja sa kalibra-
cionim poljem.
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